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บทคัดย่อ 

       บทความนี้ได้นำเสนอวิยุตเชิงเส้นและสังวัตนาการเชิงการจัด โดยมีจุดประสงค์เพื่ออธิบายผลบวกของอนุกรม
เลขคณิต-เรขาคณิตที่วางนัยทั่วไป ท่ีสอดคล้องตามความสัมพันธ์เวียนเกิดเชิงเส้นและสังวัตนาการเชิงการจัด สรุปได้ดังนี้ 
ผลบวกของอนุกรมเลขคณิต-เรขาคณิตที่วางนัยทั่วไป กำหนดโดยสตูร 
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ซึ่งสอดคล้องตามความสัมพันธ์เวียนเกิดและสังวัตนาการเชิงการจดั ดังนี้ 
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คำสำคัญ: วิยุตเชิงเส้น  สังวัตนาการเชิงการจัด  ความสัมพันธ์เวียนเกิดเชิงเส้น  
 

Abstract 
  This article presents the discrete linear and combinatorial convolutions with  the  purpose of  
explaining  the sum of  generalized  arithmetic-geometric series that corresponds to the linear recurrence 
relation and combinatorial convolutions can be summarized as follows 
The sum of generalized arithmetic-geometric series is given by the formula: 
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which corresponds to the recurrence relation and combinatorial convolutions as follows 
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บทนำ 
  ผลคูณโคชีเป็นหนึ่งในคณิตศาสตร์เชิงวิเคราะห์ที่มีความสำคัญกับเรื่อง  อนุกรมอนันต์สองอนุกรม   โดยตั้งชื่อตาม
นักคณิตศาสตร์ชาวฝรั่งเศสช่ือ   Augustin-Louis  Cauchy   ซึ่งได้ถูกนำไปใช้แพร่หลายในด้านแคลคูลัส   และรวมทั้งในด้าน
วิยุตคณิต (กำจร  มุณีแก้ว, 2563)  ฉะนั้นจึงควรต้องทำความรู้จักแนวคิดและทฤษฎีบท ให้เป็นท่ีเข้าใจกันเสียก่อนดังนี้ 
ผลคูณโคชี (Cauchy Products) 
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โดยสังวัตนาการวิยตุ ดังนี ้
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ทฤษฎีบทของเมอร์เทนส์ (Mertens’ Theorem) (Wikipedia, 2024)      
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ผลบวกของอนุกรมเลขคณิต-เรขาคณิต 
ผลบวกของอนุกรมเลขคณิต-เรขาคณิตที่วางนัยทั่วไป (Cîrnu MI., 2011) ยังมีประเด็นท่ีให้ศึกษาดังนี ้
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จาก (1)  จึงลดรูปไปสู่ผลบวกของการก้าวหน้าเรขาคณิต  
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1. ความสัมพันธ์เวียนเกิดกับสังวัตนาการเชิงการจัด 
ทฤษฎีบท 1   สำหรับ z C  , 1z   ผลบวก ( )nS z  ที่สอดคล้องตามความสัมพันธ์เวียนเกิดกับสังวัตนาการเชิงการจดั 

กำหนดโดย 
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พิสูจน์   ดำเนินการเปลี่ยนดัชนี q j i= −  และใช้ทฤษฎีบททวินามของนิวตัน (Whitman College, 2024)      
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ซึ่งสอดคล้องตามความสัมพันธ์เวียนเกิดด้วยสังวัตนาการเชิงการจัด ดังนี้ 
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พิสูจน์    โดยกำหนด (4)  แทนท่ีใน (3)   
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พิสูจน์   จาก (5) ;  1

0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n k n k

k

n x z x z x z x z+ −

=

+ = +  

      โดยการคูณความสัมพันธ์ (5) ด้วย
np และผลรวมสำหรับ 0,1,2,...n =  

จงึได้                1

0 0 0 0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n n

n n k n k

n n n k

n x z p x z p x z x z p
  

+ −

= = = =

+ = +         ...(9)  

พิจารณา           2

1 1 2 3

0

( 1) ( ) ( ) 2 ( ) 3 ( ) ...n

n

n

n x z p x z x z p x z p


+

=

+ = + + +  

                                                  
( )2 3

0 1 2 3

0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) n

n

n

d d
x z x z p x z p x z p x z p

dp dp



=

= + + + + = 
 

ดังนั้น               1

0

( 1) ( ) ( , )n

n

n

d
n x z p G z p

dp



+

=

+ =      ...(9.1)  

 

และพิจารณา  
0 1

0 1

0 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n

k n k k k k k

n k k k

x z x z p x z x z p x z x z p


− − −

= = = =

= +                                             

          
2 3 4

2 3 4

2 3 4

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...k k k k k k

k k k

x z x z p x z x z p x z x z p− − −

= = =

+ + + +    

 0 0 0 1 1 0( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))x z x z x z x z x z x z p= + +     

          2

0 2 1 1 2 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))x z x z x z x z x z x z p+ + +         

          3

0 3 1 2 2 1 3 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))x z x z x z x z x z x z x z x z p+ + + +   

          4

0 4 1 3 2 2 3 1 4 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ...x z x z x z x z x z x z x z x z x z x z p+ + + + + +    

   
2

2 3 2

0 1 2 3

0

( ( ) ( ) ( ) ( ) ...) ( ) n

n

n

x z x z p x z p x z p x z p


=

 
= + + + + =  

 
       

ดังนั้น                           2

0 0

( ) ( ) ( , )
n

n

k n k

n k

x z x z p G z p


−

= =

=      ...(9.2)  

 
จาก (9) ,  (9.1)  และ (9.2)  ซึ่งสอดคล้องกับทฤษฎีบทโคช-ีเมอร์เทนส์  (Cauchy-Mertens)  (Kumaresan S., 2020) 
ที่เกี่ยวข้องกับการคูณของอนุกรมกำลังในความสมัพันธ์ (9)  จึงลดรูปไปสู่สมการเชิงอนุพันธ์ (10)  

                                      2( , ) ( , ) ( , )
d

G z p G z p G z p
dp

= +         ...(10)  

                                               2( , ) ( , ) ( , )
d

G z p G z p G z p
dp

− =  

                             2 1( , ) ( , ) ( , ) 1
d

G z p G z p G z p
dp

− −− =      ...(10.1)  

ให้                                                                 1( , ) ( , )v z p G z p−=     ...(10.2)  
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จะได้                                2( , ) ( , ) ( , )
d d

v z p G z p G z p
dp dp

−= −   ...(10.3)  

 
จาก (10.1) , (10.2)  และ (10.3)  จึงได้ว่า 

                                        ( , ) ( , ) 1
d

v z p v z p
dp

− − =  

                                            ( , ) ( , ) 1
d

v z p v z p
dp

+ = −  

                                      ( , ) ( , )p p pd
e v z p e v z p e

dp
+ = −  

                                                     ( )( , )p pd
e v z p e

dp
= −  

                                                             1( , )p pe v z p e c= − +  

                                                                1( , ) 1 pv z p c e−= − +  

                                 1

1
1

( , )

pc e
G z p

−+ =  

                                                        
1 ( , )

( , )

p cG z p
e

G z p

− −+
=  ;  1

cc e−=  

                                         
( , )

( , ) 1

p cG z p
e

G z p

+=
+

 

                                                      ( , ) ( , )p c p cG z p e G z p e+ += +  

                                               (1 ) ( , )p c p ce G z p e+ +− =  

                                                    ( , )
1

p c

p c

e
G z p

e

+

+
=

−
              ...(11)  

                                                         ( ,0)
1

c

c

e
G z

e
=

−
 ;  0p =  

 
ซึ่งได้เกิดเป็นตัวคงค่า z C  จาก (6) , (7)  และ (11)  ในความสัมพันธ์สุดท้าย 

สำหรับ 0p =  จึงได้ผลเป็น                          0( ,0) ( )
1 1

c

c

z e
G z x z

z e
= = =

− −
    

 
นั่นคือ                                                             ce z=                      ...(12)  
 

จาก (11)  และ (12)  จะได้         ( , )
1

p

p

ze
G z p

ze
=

−
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ต่อไปเราจะนำฟังก์ชันก่อกำเนิดเลขช้ีกำลัง ไปหาความสัมพันธ์เวียนเกิดเชิงเส้น ดังต่อไปนี ้ 
ทฤษฎีบท 3  สำหรับ z C , 1z   ลำดับ ( )nS z  สอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกดิเชิงเส้นท่ีมสีัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปร  

                          
1

0

( ) 1 ( )
1

n

n k

k

nz
S z S z

kz

−

=

  
= +  

−   
   , 1,2,3,...n =           ...(13)  

 

พิสูจน์  จาก (8)  ;            ( , )
1

p

p

ze
G z p

ze
=

−
  

จะได้                        
1

( , ) p pG z p e e
z

 
− = 

 
 

                      
1

( , ) ( , ) p pG z p G z p e e
z

− =  

 
และตามด้วยความสมัพันธ์ (7)  จึงกลายเป็น  

           
0 0 0 0

1 1 1 1 1
( ) ( )

! ! ! !

n n n n

n n

n n n n

S z p S z p p p
z n n n n

   

= = = =

− =    , ∀𝑝 ∈ 𝐶 , 1p      ...(14)  

 

พิจารณา   
0 0

1 1
( )

! !

n n

n

n n

S z p p
n n

 

= =

   

0 1 2 0 1 2

0 1 2

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ... ...

0! 1! 2! 0! 1! 2!
S z p S z p S z p p p p

  
= + + + + + +  
  

 

0 1 2 3 4

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

0!0! 0!1! 0!2! 0!3! 0!4!
S z p S z p S z p S z p S z p= + + + + +      

  1 2 3 4 5

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

1!0! 1!1! 1!2! 1!3! 1!4!
S z p S z p S z p S z p S z p+ + + + + +  

  2 3 4 5 6

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2!0! 2!1! 2!2! 2!3! 2!4!
S z p S z p S z p S z p S z p+ + + + + +      

  3 4 5 6 7

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

3!0! 3!1! 3!2! 3!3! 3!4!
S z p S z p S z p S z p S z p+ + + + + +  

  4 5 6 7 8

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

4!0! 4!1! 4!2! 4!3! 4!4!
S z p S z p S z p S z p S z p+ + + + + +    

  
0

1
... ( ) ...

! !

k m

k

m

S z p
k m


+

=

+ + +  

0 1 1

0 0 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

0!0! 0!1! 1!0!
S z p S z p S z p

 
= + + 

 

2 2 2

0 1 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

0!2! 1!1! 2!0!
S z p S z p S z p

 
+ + + 
 

    

    3 3 3 3

0 1 2 3

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

0!3! 1!2! 2!1! 3!0!
S z p S z p S z p S z p

 
+ + + + 
 
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    4 4 4 4 4

0 1 2 3 4

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

0!4! 1!3! 2!2! 3!1! 4!0!
S z p S z p S z p S z p S z p

 
+ + + + + + 
 

0 1 2
0 1 2

0 0 0

1 1 1
( ) ( ) ( )

!(0 )! !(1 )! !(2 )!
k k k

k k k

S z p S z p S z p
k k k k k k= = =

= + +
− − −

    

    
3 4

3 4

0 0

1 1
( ) ( ) ...

!(3 )! !(4 )!
k k

k k

S z p S z p
k k k k= =

+ + +
− −

   

 

ดังนั้น              
0 0 0 0

1 1 1
( ) ( )

! ! !( )!

n
n n n

n k

n n n k

S z p p S z p
n n k n k

  

= = = =

=
−

           

 
โดยใช้ทฤษฎีบทของ  Cauchy-Mertens  อีกครั้งเกี่ยวกับการคณูของอนุกรมกำลัง  
แล้วจึงเปลีย่นรูปความสัมพันธ์ (14)  ได้เป็น 

          
0 0 0 0

1 1 1 1
( ) ( )

! !( )! !

n
n n n

n k

n n k n

S z p S z p p
z n k n k n

  

= = = =

− =
−

   , ∀𝑝 ∈ 𝐶 , 1p    ...(15)  

 
จาก (15)  ค่าสัมประสิทธ์ิของ np  จึงไดผ้ลเป็นดังนี้  

                          
0

1 1 1 1
( ) ( )

! !( )! !

n

n k

k

S z S z
z n k n k n=

 − =
−

  , 0,1,2,...n =            ...(16)  

 
โดยการคูณ (16)  ด้วย !n  เราจะไดค้วามสัมพันธ์เป็น 

                                         
0

1
( ) ( ) 1

n

n k

k

n
S z S z

kz =

 
− = 

 
  

                      
1

0

1
( ) ( ) ( ) 1

n

n k n

k

n n
S z S z S z

k nz

−

=

   
− − =   

   
  

                                    
1

0

1
( ) ( ) 1

n

n k

k

nz
S z S z

kz

−

=

 −
− = 

 
                

ดังนั้น                                                            
1

0

( ) 1 ( )
1

n

n k

k

nz
S z S z

kz

−

=

  
= +  

−   
  , 1,2,3,...n =    
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ตัวอย่าง  โดยการใช้สูตร (2)  และ (13)  สำหรับ z C , 1z   เราจะได ้

1n = ;                  
0

1

0

1
( ) 1 ( )

1
k

k

z
S z S z

kz =

  
= +  

−   
  

          0

1
1 ( ) 1

01 1 1

z z z
S z

z z z

    
= + = +    

− − −   
 

ดังนั้น                    1 2
( )

(1 )

z
S z

z
=

−
        

2n = ;                
1

2

0

2
( ) 1 ( )

1
k

k

z
S z S z

kz =

  
= +  

−   
  

   ( )0 1 0 1

2 2
1 ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( )

0 11 1

z z
S z S z S z S z

z z

    
= + + = + +    

− −    
 

           
2

2 2

2 (1 ) (1 ) 2
1

1 1 (1 ) 1 (1 )

z z z z z z z z

z z z z z

   − + − +
= + + =   

− − − − −   
 

ดังนั้น                   
2

2 3
( )

(1 )

z z
S z

z

+
=

−
 

3n = ;                 
2

3

0

3
( ) 1 ( )

1
k

k

z
S z S z

kz =

  
= +  

−   
  

          0 1 2

3 3 3
1 ( ) ( ) ( )

0 1 21

z
S z S z S z

z

      
= + + +      

−       
 

          ( )0 1 21 ( ) 3 ( ) 3 ( )
1

z
S z S z S z

z
= + + +

−
 

          2 3

3 3 ( 1)
1

1 1 (1 ) (1 )

z z z z z

z z z z

 +
= + + + 

− − − − 
 

          
2

4

( 4 1)

(1 )

z z z

z

+ +
=

−
 

ดังนั้น                   
3 2

3 4

4
( )

(1 )

z z z
S z

z

+ +
=

−
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สรุป 
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