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บทคัดย่อ 

 จำนวน k  – ลูคัสเชิงทั่วไป เป็นส่วนขยายที่สำคัญของจำนวนลูคัสและมีความสัมพันธ์ทางโครงสร้างอย่างมาก
กับจำนวน k – ฟีโบนักชี งานวิจัยนี้ นำเสนอการศึกษาเชิงวิเคราะห์เกี่ยวกับสมบัติทางพีชคณิตที่สำคัญของจำนวน    
k  – ลูคัสเชิงทั่วไป ซึ่งมีลักษณะเด่น คือ โครงสร้างที่แบ่งเป็นบล็อกอย่างชัดเจน วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้ คือ การ
นำเสนอทฤษฎีบทเอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป ซึ่งเป็นความสัมพันธ์ระหว่างพจน์ต่าง ๆ นอกจากนี้ 
งานวิจัยยังได้พิสูจน์สูตรผลรวมแบบแบ่งบล็อกและแบบสะสม ซึ่งแสดงให้เห็นว่าการหาผลรวมทีละ k  พจน์ที่เรียง
ติดกันภายในบล็อกที่ m  ใด ๆ ได้นำไปสู่การขยายผลลัพธ์ดังกล่าวเป็น สูตรผลรวมสะสมตั้งแต่พจน์แรกจนถึงพจน์ที่ 
N  ใด ๆ ผลลัพธ์ที่ได้สามารถจัดให้อยู่ในรูปแบบปิดที่อาศัยเพียงค่าของจำนวนลูคัสดัชนี  1−m , m  และ 1+m  
เท่านั้น 

คำสำคัญ : จำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป, จำนวนลูคัส, เอกลักษณ์คาสสินี, สูตรผลรวม 
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Abstract 

The generalized k - Lucas numbers represent a significant extension of the Lucas numbers 
and exhibit a strong structural relationship with the k - Fibonacci sequence. This research presents 
an analytical study of the fundamental algebraic properties of the generalized k - Lucas numbers, 
which characterized by a distinctive block-partitioned structure. The primary objective of this study is 
to introduce the theorem of Cassini's identity for the generalized k - Lucas numbers, illustrating the 
underlying relationships between various terms. Furthermore, this paper has also proven the block 
and cumulative summation formulas. By establishing the sum of k  consecutive terms within any 
arbitrary block m  leads to the extension of these results into a cumulative summation formula from 
the initial term up to any thN  term. The obtained results can be expressed in a closed form strictly 
in terms of the values of the Lucas numbers at indices 1−m , m and 1+m . 

Keywords : Generalized k - Lucas numbers, Lucas numbers, Cassini's Identity, Summation formula 

 

ที่มาและความสำคัญ 

ลำดับฟีโบนักชี และลำดับลูคัส ได้รับความสนใจอย่างกว้างขวางในแวดวงคณิตศาสตร์ เนื่องจากมีสมบัติที่
น่าสนใจและสามารถนำไปประยุกต์ในหลากหลายสาขาวิชา เช่น ทฤษฎีกลุ่ม พีชคณิตเชิงเส้น วิทยาการคอมพิวเตอร์ 
และฟิสิกส์ ตลอดระยะเวลาที่ผ่านมา มีนักคณิตศาสตร์จำนวนมากพยายามขยายแนวคิดของลำดับเหล่านี้ให้อยู่ในรูป
ทั่วไปเพ่ือค้นหาความสัมพันธ์ใหม่ ๆ ในปี 2010 Mikkawy และ Sogabe [1] ได้นำเสนอตระกูลใหม่ของจำนวน k – ฟี
โบนักชีเชิงทั่วไป ต่อมาในปี 2017 Özkan และคณะ [2] ได้ต่อยอดแนวคิดดังกล่าว โดยนิยามตระกูลใหม่ของจำนวน 
k – ลูคัสเชิงทั่วไป และได้พิสูจน์ความสัมพันธ์ระหว่างตระกูลของจำนวน k – ฟีโบนักชี จำนวน k – ลูคัส จำนวนฟีโบ
นักชีและจำนวนลูคัส ต่อมานักคณิตศาสตร์หลายท่านได้นำโครงสร้างทางพีชคณิตดังกล่าวไปประยุกต์และต่อยอดอย่าง
ต่อเนื่อง ยกตัวอย่างเช่น ในปี 2018 Özkan และคณะ [3] ได้ขยายขอบเขตของจำนวนในตระกูลนี้ให้อยู่ในรูปแบบของ
พหุนาม โดยการนิยามพหุนาม 2 - ฟีโบนัชชี ซึ่งนำไปสู่การค้นพบความสัมพันธ์อันน่าสนใจที่เชื่อมโยงกับสัมประสิทธิ์ทวิ
นามในสามเหลี่ยมปาสคาล ในปี 2021 Taştan และคณะ [4] ได้ยกระดับการศึกษาตระกูลจำนวนเหล่านี้ไปสู่รูปแบบ
ของพหุนามของ k – ฟีโบนักชีทั่วไปและจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป และได้นำเสนอเอกลักษณ์คาสสินีสำหรับพหุนาม
ดังกล่าว ในปี 2024 Singavananda และคณะ [5]  ได้ทำการศึกษาแบบเจาะลึกถึงสมบัติของจำนวน k – ฟีโบนัชชีเชิง
ทั่วไป โดยมุ่งเน้นไปที่การหาความสัมพันธ์ระหว่างพจน์ต่าง ๆ ของ จำนวน k – ฟีโบนัชชี และตรวจสอบผลบวกและ
ผลต่างของจำนวนเหล่านั้น ในกรณีดัชนี kn r+  เมื่อ r{0, 1, 2, 3} 

 แม้ว่าสมบัติเชิงพีชคณิตพื้นฐานและเอกลักษณ์คาสสินีของพหุนามของจำนวน  k – ลูคัสเชิงทั่วไป จะได้รับ
การศึกษาไปแล้ว แต่การศึกษาเกี่ยวกับเอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน  k – ลูคัสเชิงทั่วไป และสูตรผลรวมของจำนวน 
k  – ลูคัสเชิงทั่วไป โดยเฉพาะการหาผลรวมในรูปแบบปิดของจำนวนนี้ยังคงมีจำกัด วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้       



สมบัติผลรวมและเอกลักษณ์คาสสินีส าหรบัจ านวน k- ลูคัสเชงิทัว่ไป  

จุฑามาส สุขแยง  43 

คือ การนำเสนอทฤษฎีบทเอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป ซึ่งเป็นความสัมพันธ์ระหว่างพจน์ต่าง ๆ 
และพิสูจน์สูตรผลรวมของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป แบบแบ่งบล็อก ซ่ึงจะแสดงให้เห็นว่า การหาผลรวมของ k  พจน์
ใด ๆ ที่ติดกันในบล็อกเดียวกัน สามารถจัดให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันเลขยกกำลังของจำนวนลูคัสปกติเพียงสามพจน์ได้
อย่างสมบูรณ์ อีกท้ังยังนำไปสู่การขยายผลเป็นสูตรรูปแบบปิดของผลรวมสะสมตั้งแต่พจน์แรกจนถึงพจน์ที่ N  ใด ๆ  

ความรู้พื้นฐาน 
ทบทวนนิยามและสมบัติพื้นฐานของจำนวนลูคัส ตลอดจนนิยามของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไปที่จะถูกนำมาใช้ในการ
พิสูจน์ทฤษฎีบทหลักต่อไป 

บทนิยาม 2.1 [6]  ให้ 𝑛 ∈ ℕ0 จำนวนลูคัส ( nL )  กำหนดโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 1 2− −= +n n nL L L  สำหรับ 
2n  มีค่าเริ่มต้น 0 2=L  และ 1 1=L   

ตารางที่ 1 แสดงจำนวนลูคัส 10 พจน์แรก 

พจน์ที่ n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
nL  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 

 

สูตรไบเนตสำหรับจำนวนลูคัส คือ n n

nL  = +  เมื่อ 1 5

2


+
=  และ 1 5

2


−
=   

ทฤษฎีบท 2.2 [6] เอกลักษณ์คาสสินีของจำนวนลูคัส 2

1 1( ) 5( 1)− +− = − n

n n nL L L   

บทนิยาม 2.3 [7]  ให้ nL  เป็นจำนวนลูคัส จำนวนลูคัสดัชนีลบ กำหนดโดย ( 1)nn nL L− = −   ทำให้ได้พจน์ดัชนีลบ 
10 พจน์แรก  

ตารางที่ 2 แสดงจำนวนลูคัสดัชนีเป็นลบ 10 พจน์แรก 

พจน์ที่ n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
nL−  2 – 1 3 – 4 7 – 11 18 – 29 47 – 76 

 
      สำหรับตระกูลของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป Özkan และคณะ [2] ได้ให้นิยามไว้ ดังนี้ 

บทนิยาม 2.4  ให ้  n  และ k  เป ็นจำนวนธรรมชาติ  โ ด ย ท ี ่  0k   จะมี 𝑚,  𝑟 ∈ ℕ เพี ยงคู ่ เ ด ี ยวท ี ่  
,n mk r= +  0  r k  จำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป ( ( )k

nL ) นิยามโดย  

( )

1( ) ( ) −

+=k r k r

n m mL L L  

จำนวน k  – ลูคัสเชิงทั่วไป 10 พจน์แรก สำหรับ k =  1, 2, 3   
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ตารางที่ 3 แสดง จำนวน k – ลคูัสเชิงทั่วไป 10 พจน์แรก สำหรับ k =  1, 2, 3 

พจน์ที่ n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
(1)

nL  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 
(2)

nL  4 2 1 3 9 12 16 28 49 77 
(3)

nL  8 4 2 1 3 9 27 36 48 64 
 
จากตารางที่ 3 จะพบว่า จำนวน 1 – ลูคัสเชิงทั่วไป ( (1)

nL )  คือ ลำดับลูคัส นั่นเอง  

 จากการวิเคราะห์บทนิยามและตารางค่าของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป พบว่า โครงสร้างของแต่ละพจน์ถูก
ประกอบขึ้นจากผลคูณของจำนวนลูคัส (กรณี k = 1)  ดังนั้น แนวคิดหลักในการดำเนินการวิจัยเพื่อศึกษาความสัมพันธ์
ระหว่างพจน์และสร้างสูตรเอกลักษณ์สำหรับจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไปกรณี k  2 จึงอาศัยการจัดรูปทางพีชคณิตเพ่ือ
ลดทอนความซับซ้อนให้อยู่ในรูปของจำนวนลูคัส แล้วสามารถเชื่อมโยงกับสมบัติของจำนวนลูคัสที่เคยได้มีการศึกษากัน
อย่างแพร่หลาย และเมื่อนำมาหลักการดังกล่าวมาประยุกต์ใช้กับการหาผลบวกของลำดับ หรือที่เรียกว่าอนุกรมจำกัด 
โดยเริ่มจากแบ่งช่วงหาผลรวมพจน์ที่ละ k  พจน์ จนนำไปสู่การค้นพบรูปแบบปิดที่ช่วยให้การคำนวณอนุกรมมีความ
กระชับและง่ายข้ึน แนวคิดนี้จึงถูกนำมาใช้เป็นเครื่องมือในการพิสูจน์ทฤษฎีบทในงานวิจัยนี้  

 

ผลการวิจัยและอภิปรายผลการวิจัย 

 การนำเสนอผลการวิจัยและทฤษฎีบทใหม่ที่ค้นพบในงานวิจัยนี้มุ่งเน้นไปที่ การศึกษาคุณสมบัติทางพีชคณิต
และเอกลักษณ์ของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป ที่ได้รับการพิสูจน์และขยายผลมาจากจำนวนลูคัส ผลลัพธ์หลักที่จะ
กล่าวถึงต่อไปนี้ครอบคลุมตั้งแต่การสร้างเอกลักษณ์คาสสินีรูปแบบใหม่ ไปจนถึงการนำเสนอสูตรผลรวมแบบแบ่ง
บล็อกและสูตรผลรวมสะสมในรูปแบบปิดของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป ซึ่งช่วยให้การคำนวณผลรวมของลำดับที่มี
ความซับซ้อนสามารถหาค่าได้โดยอาศัยเพียงจำนวนลูคัสปกติเพียงไม่กี่พจน์เท่านั้น  

 เอกลักษณ์หนึ่งที่มีชื่อเสียงในการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างพจน์ของลำดับต่าง ๆ ไม่ว่าจะเป็นลำดับฟีโบนักชี 
ลำดับลูคัส ลำดับจาคอปสทอล ฯลฯ มักมีจุดเริ่มต้นในการพิสูจน์เอกลักษณ์คาสินีของลำดับแต่ละชนิดอยู่เสมอ ทฤษฎี
ต่อไปนี้จะพิสูจน์เอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป 

ทฤษฎีบท 3.1  เอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป 

สำหรับจำนวนเต็ม 1n  และ 2k  จำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป สอดคล้องกับความสัมพันธ์  
( ) 2 ( ) ( ) 2 2

1 1( ) 5( 1) ( ) −

− +− = −k k k n k

kn kn kn nL L L L  

พิสูจน์ จากนิยาม 2.4 สามารถจัดพจน์ของจำนวน k – ลูคัส ให้อยู่ในรูปของจำนวนลูคัส ดังนี้ 
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กรณีพจน์ ( )k

knL  จะได้ =m n  และ 0=r   

ดังนั้น ( ) ( )=k k

kn nL L  

กรณีพจน์ ( )

1−

k

knL  จะได้ 1= −m n และ 1= −r k   

ดังนั้น ( ) 1

1 1( ) −

− −=k k

kn n nL L L  

กรณีพจน์ ( )

1+

k

knL  จะได้ =m n และ 1=r   

ดังนั้น ( ) 1

1 1( ) −

+ +=k k

kn n nL L L  

พิจารณา   ( ) 2 ( ) ( )

1 1( ) − +−k k k

kn kn knL L L  2 1 1

1 1[( ) ] [ ( ) ][( ) ]− −

− += −k k k

n n n n nL L L L L  

          2 2 2

1 1( ) ( ) −

− += −k k

n n n nL L L L  

     2 2 2

1 1( ) [( ) ]−

− += −k

n n n nL L L L  

     2 25( 1) ( ) −= − n k

nL   จาก ทฤษฎีบท 2.2 

ดังนั้น ( ) 2 ( ) ( ) 2 2

1 1( ) 5( 1) ( ) −

− +− = −k k k n k

kn kn kn nL L L L  

 แนวคิดของทฤษฎีบทถัดไปมาจากข้ันตอนวิธีการหารที่นิยามดัชนี = +n mk r   โดยให ้  k  ค ือ ขนาดของ
บล็อก (จำนวนพจน์ใน 1 บล็อก)  m  คือ หมายเลขบล็อก โดยเริ่มจากบล็อกที่ 0, 1, 2, … และ r  คือ ตำแหน่งของ
พจน์ภายในบล็อกนั้น ( 0 1  −r k ) ทฤษฎีบทต่อไปนี้แสดงให้เห็นว่า ผลรวมของจำนวน k – ลูคัสภายในบล็อก
ขนาด k  พจน์ สามารถจัดให้อยู่ในรูปแบบปิดที่ขึ้นอยู่กับจำนวนลูคัสเพียง 3 พจน์เท่านั้น 

ทฤษฎีบท 3.2  สูตรผลรวมแบบแบ่งบล็อกของลำดับ k – ลูคัสเชิงทั่วไป 

ให้ 1m  และ 1k   เป็นจำนวนเต็ม ผลรวมของจำนวน k  – ลูคัสเชิงทั่วไปในบล็อกที่ m  (จำนวน k  พจน์ติดกัน) 
สอดคล้องกับสมการ 

1
( )

1

0 1

[( ) ( ) ]
−

+ +

= −

= −
k

k k km
mk r m m

r m

L
L L L

L
 

พิสูจน์  ให้ ( )k

mS  แทนผลรวมของบล็อกท่ี m  จากบทนิยาม 2.1 จะได้ 

      
1

( )

1

0

( ) ( )
−

−

+

=

=
k

k k r r

m m m

r

S L L  

  1 2 2 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )( )− − −

+ + += + + + +k k k k

m m m m m m mL L L L L L L  
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  1 2 3 2 1

1 1 1( )[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ]− − − −

+ + += + + + +k k k k

m m m m m m mL L L L L L L  

  1

1

( ) ( )
( ) +

+

 −
=  

− 

k k

m m
m

m m

L L
L

L L
 

  1

1

( ) ( )
( ) +

−

 −
=  

− 

k k

m m
m

m

L L
L

L
  1 1+ −= + m m mL L L  

  ( )1

1

( ) ( ) ( )+

−

= −k km
m m

m

L
L L

L
 

ดังนั้น  
1

( )

1

0 1

[( ) ( ) ]
−

+ +

= −

= −
k

k k km
mk r m m

r m

L
L L L

L
 

ตัวอย่าง  กรณี 3=k  และพิจารณาบล็อกที ่ 1=m  นั ่นคือ ดัชนี n  ในบล็อกนี ้เร ิ ่มตั ้งแต่ 1(3) 0= +n  ถึง 
1(3) 2= +n  นั่นคือ พจน์ที่ 3, 4, 5n =  

เมื่อพิจารณาจำนวน 3 - ลูคัส ทีละพจน์ จะได้ (3) 3 0 3

3 1 2( ) ( ) 1 1 1= =  =L L L  

                 (3) 2 1 2

4 1 2( ) ( ) 1 3 3= =  =L L L  

                 (3) 1 2 2

5 1 2( ) ( ) 1 3 9= =  =L L L  

 ผลรวมบล็อกนี้ คือ 1 3 9 13+ + =  

เมื่อใช้สูตรผลรวม จะได้ 
2

(3) 3 31
3 2 1

0 0

[( ) ( ) ]+

=

= − r

r

L
L L L

L

3 31
[3 1 ]
2

= −
1
[27 1]
2

= − 13=  

ตัวอย่าง  ถ้าต้องการหาผลรวมของบล็อกที่ 5 ของ 100 – ลูคัส  ซึ่งมีจำนวนเรียงต่อกันถึง 100 พจน์ โดยต้องหาค่า  

แต่ละพจน์ แต่ถ้าใช้สูตรผลรวมแบบแบ่งบล็อกในการคำนวณ จะได้ 
99

(100) 100 1005
500 6 5

0 4

[( ) ( ) ]+

=

= − r

r

L
L L L

L
 ซึ่งใช้เพียง

จำนวนลูคัสเพียง 3 จำนวน ได้แก่  4 5,L L  และ 6L  ในการหาผลรวมเท่านั้น 

 จากทฤษฎีบท 3.2 เราสามารถขยายผลเพื่อหาสูตรผลรวมสะสมตั้งแต่พจน์แรก 0=n  ถึง พจน์ที่ N  ใด ๆ 
ได้ ตามข้ันตอนวิธีการหาร ดัชนีสุดท้ายเป็น = +N Mk R  โดยที่ 0  R k  เมื่อ M  คือ จำนวนบล็อกเต็ม และ R  
คือ ตำแหน่งเศษที่เหลือในบล็อกปัจจุบัน แนวคิดในการสร้างสูตรนี้คือ แบ่งความยาวของลำดับ N  ออกเป็น 2 ส่วน 
ได้แก่ 

1. ส่วนที่เป็นบล็อกเต็ม ซึ่งมีตั้งแต่บล็อกที่ 0 ถึง 1−M  
2. ส่วนที่เป็นเศษของบล็อกสุดท้าย คือ บล็อกท่ี M  ที่มีสมาชิกเพียง 1+R  ตัว 



สมบัติผลรวมและเอกลักษณ์คาสสินีส าหรบัจ านวน k- ลูคัสเชงิทัว่ไป  
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ทฤษฎีบท 3.3  สูตรผลรวมสะสมของลำดับ k – ลูคัสเชิงทั่วไป 

สำหรับจำนวนเต็ม 0N  และ 1k  ให้ = +N Mk R  โดยที่ 0  R k  ผลรวมของจำนวน k  –  ลูคัสเชิงทั่วไป 
ตั้งแต่พจน์ที่ 0 ถึง N สอดคล้องกับสมการต่อไปนี้ 

1
( ) 1 1

1 1

0 0 1 1

( )
[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]

−−
+ +

+ +

= = − −

 
= − + − 

 
 

k RN M
k k k R Rm M
n m m M M

n m m M

L L
L L L L L

L L
 

ข้อสังเกต 3.4 สูตรผลรวมในทฤษฎี 3.3 มีข้อสังเกต 2 ประการดังนี้ 

1.  กรณีท่ี 1k =  นั่นคือ 1 บล็อกจะมีสมาชิก 1 ตัว ซึ่งเมื่อแทนค่าในสูตรผลรวมจะได้  

1 1

1

1

[( ) ( ) ]m
m m

m

L
L L

L
+

−

− 1

1

[( ) ( )]m
m m

m

L
L L

L
+

−

= − 1

1

( )m
m

m

L
L

L
−

−

= mL=  

2. กรณีดัชนีลบ หากขยายโดเมนของดัชนีลบ สูตรผลรวมยังคงเป็นจริง เนื่องจากลำดับลูคัสไม่มีพจน์ใดมีค่าเป็นศูนย์ 
ทำให้สูตรผลบวกซ่ึงมี พจน์ 1mL −  เป็นตัวส่วนจึงหาค่าได้เสมอ 

 

สรุปผลการวิจัย 

 งานวิจัยนี้ศึกษาและค้นพบสมบัติใหม่ของตระกูลจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป คือ เอกลักษณ์คาสสินีของจำนวน 
k – ลูคัสเชิงทั่วไป  สูตรผลรวมแบบแบ่งบล็อกของจำนวน k – ลูคัสเชิงทั่วไป  ซึ่งช่วยให้สามารถคำนวณผลรวมของ
จำนวน k – ลูคัส  k  พจน์ที่อยู่ในบล็อกเดียวกันได้อย่างรวดเร็ว โดยอาศัยเพียงค่าของจำนวนลูคัสปกติที่ดัชนี 1−m , 
m  และ 1+m  เท่านั้น และขยายผลจนได้ สูตรผลรวมสะสมในรูปแบบปิดตลอดช่วงดัชนีใด ๆ ที่มีความกะทัดรัดและ
แสดงให้เห็นถึงโครงสร้างทางพีชคณิตที่สวยงามของจำนวน k – ลูคัส  
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  n ∈  ℕ 0


  m ,   r ∈ ℕ

