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บทคัดยอ่
งานวจัิยนี้ เราม ุง่เน้นนำเสนอการใช้ทักษะคณติศาสตร์ระดับปรญิญาตรหีาสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาค

เดีย่วทีอ่ย ูภ่ายใต้สนามไฟฟา้คงทีใ่นแนวแกน x และแกน y และสนามแมเ่หลก็สมำ่เสมอในแนวแกน z ด้วยวธิแีบบ
ดัง่เดมิด้วยการใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์พบวา่สมการการเคลือ่นทีส่อดคล้องกับวธิกีารใช้เมทรกิส์ ความสัมพันธ์
ระหวา่งสัมประสทิธ ิ์ในแกนแกน x และแกน y อยูใ่นรปู A = −D และ B = C คา่สัมประสทิธ ิ์ท ีไ่ด้มคีวามซับซ้อน
มากกวา่วธิกีารสมมตตัิวแปรและวธิกีารเมทรกิส์

คำสำคัญ : กลศาสตรค์วอนตัม, กริยิาแบบด้ังเดมิ, อนิทกิรัลตามเส้นทาง, สนามไฟฟา้, สนามแมเ่หลก็

Abstract
This research aims to present the using of undergraduate math content, solved differential

equation problem, to find the equations of motion of a single particle under constant electric fields
in the x- and y-axis and uniform magnetic fields in the z-axis by Euler-Lagrange’s equation. We found
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that the equation of motion corresponds to the matrix method. The relationship between the coef-
ficients in the x-axis and the y-axis is in the form A = −D and B = C . The resulting coefficients are
more complex than the assume a variable and matrix methods.

Keywords : quantum mechanics, classical action, path integral, electric field, magnetic field

ทีม่าและความสำคัญ

วชิาฟสิกิส์เปน็วชิาทีม่ ุง่เน้นอธบิายปรากฏการณ์ธรรมชาตเิชงิกายภาพซึง่แบง่ออกเปน็แขนงยอ่ยมากมาย
หนึง่ในแขนงยอ่ยทีไ่ด้รับความสนใจได้แกก่ลศาสตรค์วอนตัม (Quantum Mechanics) ท ีเ่น้นอธบิายปรากฏการณท์าง
ธรรมชาตขิองอนภุาคขนาดเลก็ในระดับอะตอมทีม่คีวามไมแ่นน่อนสงู ด้วยพฤตกิรรมของอนภุาคเหลา่นี้ จงึไมอ่าจใช้
กลศาสตร์แบบด้ังเดมิ (Classical Mechanics) มาคำนวนหาตำแหนง่ ความเรว็ หรอืโมเมนตัมของอนภุาคทีแ่นน่อน
ได้ อยา่งไรกต็ามในการคำนวณทางกลศาสตร์ควอนตัมยังต้องอาศัยรากฐานจากกลศาสตร์แบบด้ังเดมิพัฒนาแนวคดิ
ขึ้นมาอยา่งตอ่เน ือ่งจากกลศาสตรแ์บบนวิตันไปส ูก่ลศาสตรล์ากรางจ์ จากน้ันพัฒนาไปยังกลศาสตรแ์บบแฮมมลิตันและ
กลศาสตรแ์บบแฮมมลิตัน-จาโคบี ผนวกรวมกับแนวคดิตา่ง ๆ จนท้ายทีส่ดุกลายเปน็กระบวนการคำนวนแบบกลศาสตร์
ควอนตัมทีใ่ช้กันอย ูใ่นปจัจบัุน [1]

กลศาสตร์ควอนตัมในปจัจบัุนทีใ่ช้ในการศกึษาและวจัิยแบง่ออกเปน็ 3 แนวคดิ ได้แก ่ 1. แนวคดิแบบชโร-
ดงิเงอร์ (Schrodinger picture) ทีใ่ช้กลศาสตร์คล ืน่เปน็หลักในการศกึษา 2. แนวคดิแบบไฮเซนเบริก์ (Heisenberg
picture) ทีใ่ช้กลศาสตรเ์มทรกิซเ์ปน็หลักในการศกึษา 3. แนวคดิแบบของไฟยแ์มน (Feynman picture) ทีใ่ช้แนวคดิ
การอนิทเิกรตไมข่ึ้นกับเส้นทางเปน็หลัก ท้ังสามแนวคดินี้ สามารถอธบิายในสิง่เดยีวกันได้ขึ้นกับผ ู้วจัิยจะเลอืกใช้ตาม
ความเหมาะสมกับสิง่ท ีต่นเองต้องการศกึษา [2] ท้ังน ี้ พบวา่การทำวจัิยในปจัจบัุนมกีารนำแนวคดิแบบของไฟย์แมน
มาใช้ในการอธบิายพฤตกิรรมของอนภุาคมากขึ้นเน ือ่งจากสามารถตอ่ยอดการคำนวนการศกึษาพฤตกิรรมของอนภุาค
ในทฤษฎสีนามควอนตัม (Quantum field theory) ซึง่เปน็การผนวกรวมแนวคดิของทฤษฎสัีมพัทธภาพกับทฤษฎี
ควอนตัมได้ใกล้เคยีงกับผลการทดลองอยา่งแมน่ยำ แตด้่วยการคำนวนตามแนวคดิของไฟย์แมนมคีวามซับซ้อนในทาง
คณติศาสตรค์อ่นข้างมาก จงึเปน็เหตใุห้การศกึษากลศาสตรค์วอนตัมตามแนวคดิแบบของไฟยแ์มนสว่นมากจะศกึษาใน
ระดับบัณฑติศกึษาขึ้นไป

การคำนวนพฤตกิรรมของอนภุาคในสนามไฟฟา้คงทีแ่ละสนามแมเ่หลก็ตามแนวคดิแบบของไฟย์แมนได้ถกู
ศกึษาและวจัิยแล้ว [2-4] ด้วยวธิกีารใช้เมทรกิซ์หรอือาจใช้ฟงักชั์นกรนี (Green’s function) เข้าชว่ยเพือ่ให้การแก้
สมการงา่ยยิง่ขึ้น ทวา่ด้วยกระบวนการดังกลา่วจำเปน็ต้องใช้ทักษะและความเข้าใจในคณติศาสตรค์อ่นข้างสงู เปน็เหต ุ
ให้นักศกึษาในระดับปรญิญาตรทีำความเข้าใจกระบวนการคำนวณได้ยาก

งานวจัิยนี้มวัีตถปุระสงคน์ำเสนอวธิกีารหาสมการการเคลือ่นทีแ่บบด้ังเดมิของอนภุาคในสนามไฟฟา้คงทีแ่ละ
สนามแมเ่หลก็ด้วยวธิกีารแบบด้ังเดมิ ซึง่เปน็สว่นหนึง่ของการคำนวนกริยิาแบบด้ังเดมิ (Classical action) ทีจ่ะนำไป
สกูารหาตัวแผ ่ (Propagator) ของกลศาสตรค์วอนตัมตามแนวคดิของไฟยแ์มนซึง่เปน็วธิที ีนั่กศกึษาระดับวทิยาศาสตร-
บัณฑติสามารถคำนวนได้ เพือ่เปน็ทักษะพื้นฐานสำคัญทีจ่ะทำให้บัณฑติสามารถตอ่ยอดทักษะดังกลา่วให้เกดิความ
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เข้าใจและตอ่ยอดความร ู้ในระดับสงูตอ่ไป

วธิกีารดำเนนิการวจัิย

การดำเนนิการวจัิยแบง่ออกเปน็ สว่นดังตอ่ไปนี้

1. กำหนดสถานะการณท์ ีม่ผีลตอ่การเคลือ่นทีข่องอนภุาค

2. ออกแบบการคำนวณ โดยการคำนวณมข้ัีนตอนดังตอ่ไปนี้

(2.1) นำศักยจ์ากสถานะการณก์ำหนดไว้จากข้อที่ 1 มาระบลุากรานเจยีนของระบบดังสมการ

L( ˙⃗r, r⃗; t) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−

∑
V (x, y, z), (1)

(2.2) คำนวณหาสมการการเคลือ่นทีโ่ดยใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์ (Euler-Lagrange’s equation) ในแนว
แกน x และแนวแกน y ตามสมการ

d

dt
(
dL

dẋ
) =

dL

dx
, (2a)

d

dt
(
dL

dẏ
) =

dL

dy
. (2b)

(2.3) จัดรปูสมการให้อย ูใ่นรปูขึ้นกับ x อยา่งเดยีว หรอืขึ้นกับ y อยา่งเดยีวเพือ่ทำการแก้สมการหาผลเฉลย
ทัว่ไป

(2.4) กำหนดเง ือ่นไขขอบเขตเพือ่ทำการหาคา่คงทีเ่ลอืกได้ (arbitrary constant) ทีไ่ด้จากการอนิทเิกรต

3. วเิคราะหผ์ลการวจัิย

4. สรปุผลการวจัิย

ผลการวจัิยและอภปิรายผลการวจัิย

ในการนำเสนอผลการวจัิยและอภปิรายผลการวจัิย ผ ู้วจัิยของนำเสนอเรยีงตามทีหั่วข้อวธิกีารดำเนนิการ
วจัิยกำหนดไว้ ดังตอ่ไปนี้

1. กำหนดสถานะการณ์และศักย์ท ี่ม ีผลตอ่การเคลือ่นที่ของอนภุาค ในการวจัิยคร้ังนี้ เราสมมติสถานะการณ์ให้
อนภุาคมวล m ทีม่ปีระจไุฟฟา้ q อยูภ่ายใต้สนามไฟฟา้คงทีใ่นแนวแกน x− y และสนามแมเ่หลก็สมำ่เสมอใน
แนวแกน +z และกำหนดให้ไมม่กีารเคลือ่นทีใ่นแนวแกน z, z̈ = 0

2. คำนวณหาสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาคเดีย่วในสนามไฟฟา้คงทีแ่ละสนามแมเ่หลก็สมำ่เสมอ

สรายุทธ์ พานเทียน และคณะ 163
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(2.1) นำศักยจ์ากสถานะการณก์ำหนดไว้จากข้อที่ 1 มาระบลุากรานเจยีนของระบบดังสมการที่ (1) จะได้วา่ [3]

L( ˙⃗r, r⃗, t) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− qExx− qEyy +

mω

2
(xẏ − yẋ) (3)

เม ือ่ ω = eβ
mc

คอื ความถีไ่ซโคลตรอน และ คอื ความเข้มสนามแมเ่หลก็ และ e คอื คา่ประจอุเิลก็ตรอน
และ c คอื อัตราเรว็ของแสง และ Ex และ Ey คอื ความเข้มสนามไฟฟา้ในแนวแกน x และ y ตามลำดับ
จากสมการที่ (13) จะได้สมการคลืน่ท ีอ่ธบิายสนามไฟฟา้ทีก่อ่ให้เกดิโพลาไรเซชันตามเวลา

(2.2) คำนวณหาสมการการเคลือ่นทีโ่ดยใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์ ในแนวแกน x และแนวแกน y ตาม
สมการ (2a) และ (2b) ได้ผลดังสมการ

แกน x ; ẍ− ωẏ + qEx

m
= 0 หรอื ẍ = ωẏ − qEx

m
(4)

แกน y ; ÿ − ωẋ+ qEy

m
= 0 หรอื ÿ = ωẋ− qEy

m
(5)

(2.3) จัดรปูสมการให้อย ูใ่นรปูขึ้นกับ x อยา่งเดยีว หรอืขึ้นกับ y อยา่งเดยีวเพือ่ทำการแก้สมการหาผลเฉลย
ทัว่ไป สำหรับแกน x เร ิม่ต้นจากการทำอนพัุนธส์มการ (4) เทยีบกับเวลา จะได้

...
x − ωÿ = 0 (6)

แทนคา่สมการ (5) ลงในสมการ (6) จะได้
...
x − ω2ẋ = −ωqEy

m
(7)

ทำการอนิทเิกรตและแก้สมการเชงิอนพัุนธ์อันดับสองโดยสมมตคิำตอบให้อย ูใ่นรปู x = eµt รวมท้ัง
ใช้สตูรของออย-เลอร์ (Euler’s formula) เพือ่แปลงรปูผลเฉลยให้อย ูใ่นรปูฟงัชันตรโีกณ ผลเฉลยทัว่ไป
เขยีนได้ในรปู

x(t) =
A

ω
sinωt− B

ω
cosωt− Eyqt

mω
+ Const1 (8)

กำหนดเง ือ่นไขเร ิม่ต้น x(0) = 0 เพ ือ่หาคา่คงที่ Const1 การสมการ (8) เขยีนใหมไ่ด้วา่

x(t) =
A

ω
sinωt− B

ω
cosωt− Eyqt

mω
+

B

ω
(9)

เราทำวธิกีารลักษณะเดยีวกันกับแกน x มาใช้กับแกน y เราได้ผลเฉลยทัว่ไปวา่

y(t) =
C

ω
sinωt− D

ω
cosωt− Exqt

mω
+

D

ω
(10)

นำคา่ x(t) และ y(t) จากสมการ (9) และ (10) แทนคา่ลงในสมการ (4) เพือ่เทยีบความสัมพันธร์ะหวา่ง
สัมประสทิธ ิ์ A, B, C และ D เราได้

− Aωsinωt+Bωcosωt− Cωcosωt− Exq

m
+

Exq

m
= 0 (11)

สมการ (11) แสดงให้เหน็ความสัมพันธร์ะหวา่งสัมประสทิธ ิว์า่ A = −D และ B = C ด้วยเหตนุ ี้ เราจงึ
ม ุง่หาคา่สัมประสทิธ ิ์ A และ B จากน้ันใช้ความสัมพันธน์ ี้ เพ ือ่ระบคุา่สัมประสทิธ ิ์ C และ D อกีคร้ังหนึง่
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(2.4) กำหนดเง ือ่นไขขอบเขตเพือ่ทำการหาคา่สัมประสทิธ ิ์ A และ B และให้สอดคล้องกับการประยกุต์ใช้ใน
การตอ่ยอดการคำนวณในงานวจัิยนี้ กับการใช้ในการคำนวณด้วยวธิอีนิทเิกรตตามวถิขีองไฟย์แมน จงึ
กำหนดให้ x(ta) = xa และ x(tb) = xb สมการ (9) เขยีนใหมไ่ด้วา่

xa =
A

ω
− B

ω
cosωta −

Eyqta
mω

+
D

ω
, (12a)

xb =
A

ω
− B

ω
cosωtb −

Eyqtb
mω

+
D

ω
(12b)

ในลักษณะเดยีวกันกับแกน x เรากำหนดให้ y(ta) = ya และ y(tb) = yb สมการ (10) เขยีนใหมไ่ด้วา่

ya =
C

ω
− a

ω
cosωtD − Exqta

mω
+

D

ω
, (13a)

yb =
C

ω
− b

ω
cosωtD − Exqtb

mω
+

D

ω
(13b)

นำสมการ (12a) ลบกับสมการ (12b) และนำสมการ (13a) ลบกับสมการ (13b) จากน้ันนำผลลบของ
สมการท้ังสองมาใสค่วามสัมพันธร์ะหวา่งสัมประสทิธ ิใ์ห้อย ูใ่นรปู A และ B เทา่น้ัน จากน้ัน แก้สมการหา
คา่สัมประสทิธ ิ์ A และ B ซึง่ได้คำตอบดังตอ่ไปนี้

A =
ω(xb − xa)

sinωtb − sinωta
+

ω(yb − ya)(cosωtb − cosωta)
2− 2 cosω(tb − ta)

− ω(xb − xa)(cosωtb − cosωta)2
sinωtb − sinωta[2− 2 cosω(tb − ta)

−
Eyq(tb−ta)

m
(cosωtb − cosωta)2

sinωtb − sinωta[2− 2 cosω(tb − ta)]

+
Exq(tb−ta)

m
(cosωtb − cosωta)

2− 2 cosω(tb − ta)
+

Eyq(tb−ta)

m

sinωtb − sinωta
(14)

และ

B =
ω(yb − ya) sinωtb − sinωta

2− 1 cosω(tb = ta)
+

ω(xb − xa)(cosωtb − cosωta)

2− 2 cosω(tb − ta)

−
Ey(tb−ta)

m
(cosωxb − cosωta)

2− 2 cosω(tb − ta)
−

Exq(tb−ta)
m

(sinωtb − sinωta)
2− 2 cosω(tb − ta)

(15)

สัมประสทิธ ิ์ท ีไ่ด้ดังสมการที่ (14) และ สมการที่ (15) น้ัน หากแปลความอาจกลา่วได้วา่คอืแอมพลจิดู
ของสมการคลืน่อันเปน็การระบตุำแหนง่ของอนภุาคตามแนวคดิแบบด้ังเดมิซึง่ขึ้นกับความถีไ่ซโคลตรอน
เวลา และขนาดของสนามไฟฟา้ในทศิางตา่ง ๆ สำหรับผลเฉลยแบบเฉพาะเจาะจงของสมการการเคลือ่นที่
ของอนภุาคเด ีย่วทีอ่ย ูภ่ายใต้สนามไฟฟา้คงทีใ่นแนวแกน x และแกน y และสนามแมเ่หลก็สมำ่เสมอใน
แนวแกน z นำเสนอในสองแนวแกน แกน x คอืสมการ (9) สว่นแกน y คอืสมการ (10) โดยสมการดัง
กลา่วและคา่สัมประสทิธ ิม์คีวามสอดคล้องกับคา่ทีไ่ด้จากการคำนวณด้วยวธิกีารใช้เมทรกิส์ [2-3] ถงึแม้วา่
คา่สัมประสทิธ ิ์ท ีไ่ด้จะมคีวามซับซ้อนแตก่ระบวนการและทักษะทีใ่ช้ในการคำนวณนักศกึษาระดับวทิยา
ศาสตรบัณฑติสามารถคำนวณได้ และสามารถนำไปตอ่ยอดการหาคา่กริยิาแบบด้ังเดมิเพือ่กำหนดตัวแผ ่
และฟงักชั์นคลืน่ตามวธิกีารอนิทเิกรตตามวถิขีองไฟยแ์มนได้
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การหาสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาคเดีย่วทีอ่ย ูภ่ายใต้สนามไฟฟา้คงทีใ่นแนวแกน x และแกน y และสนาม
แมเ่หลก็สมำ่เสมอในแนวแกน z ด้วยวธิแีบบด้ังเดมิด้วยการใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์พบวา่สมการการเคลือ่นที่
สอดคล้องกับวธิกีารใช้เมทรกิส์ ความสัมพันธร์ะหวา่งสัมประสทิธ ิใ์นแกนแกน x และแกน y อยูใ่นรปู A = −D และ
B = C คา่สัมประสทิธ ิท์ ีไ่ด้มคีวามซับซ้อนแตส่ามารถใช้ความร ู้ทางคณติศาสตรร์ะดับปรญิญาตรคีำนวณได้
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