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บทคัดยอ่
งานวจัิยนี้ม ุง่เน้นการหาผลเฉลยเฉพาะเจาะจงของสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาคเด ีย่วทีอ่ย ูภ่ายใต้ศักยแ์บบ

เลนนารด์-โจนสด้์วยการเปลีย่นรปูสมการจากการกำหนดให้ x = (r/re)
−6 พบวา่ ศักยข์องเลนนารด์-โจนสยั์งคงมรีปู

รา่งเปน็แบบพาราโบลาทีม่กีารเล ือ่นจดุเปลีย่นโค้งไปอย ูท่ ี่ r ≈ 1.122re และปรากฏเง ือ่นไขสองจดุ คอืที่ r = 0 และ
r = re ทีจ่ะทำให้ศักย์เปน็ศนูย์ เม ือ่นำศักย์ดังกลา่วไปหาสมการการเคลือ่นทีโ่ดยการใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์
แล้ว พบวา่ รปูสมการมคีวามคล้ายกับสมการการเคลือ่นทีข่องการสัน่แบบฮาร์มอนกิส์ แตเ่ม ือ่กำหนดเง ือ่นไขขอบเขต
เพือ่หาคา่คงทีเ่ลอืกได้พบวา่คา่คงทีเ่ลอืกได้มคีวามซับซ้อนพอสมควร อยา่งไรกต็าม สมการการเคลือ่นทีแ่ละผลเฉลย
แบบเฉพาะเจาะจงทีไ่ด้อย ูใ่นรปูทีม่คีวามเหมาะสมกับการนำไปตอ่ยอดในการคำนวณกริยิาแบบด้ังเดมิเพือ่ให้ในการหา
ตัวแผแ่ละฟงักชั์นคลืน่ด้วยวธิกีารอนิทเิกรตตามวถิไีด้อกีด้วย
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Abstract
This research focuses on solving the particular solution of the equation of motion of a sin-

gle particle under Leonard-Jones potential by defining the new parameter as x = (r/re)
−6. We

found that the Leonard Jones potential becomes parabolic in shape with the turning point shifted
to r ≈ 1.122re. There are appear two conditions at r = 0 and r = re. We applied this potential to
the Euler-Lagrange equation, it was found that the equation was similar to the equation of motion
of harmonic oscillation. However, when defining the boundary conditions for arbitrary constants, the
arbitrary constants are complicated form, meanwhile, the equation of motion and their particular
solutions we got are in a form that is suitable for further application in calculated the classical action
of the system to determine the propagator and the wavefunction by path integral method.

Keywords : Lennard-Jones potential, classical action, Euler-Lagrange equation, particular solution,
harmonic oscillation.

ทีม่าและความสำคัญ

การศกึษาพฤตกิรรมการถา่ยโอนอเิลก็ตรอนระหวา่งอะตอมสองอะตอมทีม่อัีนตรกริยิาตอ่กันมักกำหนดให้
อเิลก็ตรอนถกูกักภายใต้ศักยดั์งสมการ [1,2]

V (r) = u

[(re
r

)2k

−
(re
r

)k
]

(1)

เม ือ่ u = h̄2σ/2mr2e และ h̄ คอื คา่คงตัวของพลังค์ (Plank’s constant) หารด้วย 2π และ m คอื มวลลดทอน
ของท้ังสองอะตอม และ re คอื ระยะสมดลุ (equilibrium distance) หรอื จดุเปลีย่นโค้งทีเ่กดิจากอัตรกริยิาระหวา่ง
อะตอม และ σ คอื พารามเิตอรแ์สดงความแขง็แรงของศักย์ ในการพจิารณาคร้ังนี้กำหนดให้พารามเิตอรดั์งกลา่วต้องมี
คา่มากกวา่ศนูย,์ σ > 0 ท้ังน ี้ พจน์ท ีห่นึง่ทางขวาของสมการที่ (1) แสดงถงึการผลักกันระหวา่งอะตอมในขณะทีพ่จน์
ท ีส่องทางขวาของสมการแสดงถงึการดดูกันระหวา่งอะตอม เมือ่เรากำหนดให้คา่ k ในสมการที่ (1) มคีา่เทา่กับ 6 เรา
จะเรยีกสมการนี้วา่ศักยแ์บบเลนนารด์-โจนส์ (Lennard-Jones potential) ซึง่เทยีบเคยีงได้กับศักยแ์บบวานเดอรว์าล
ส์ (Van der Waals potential) ในการแก้สมการเบื้องต้นมักใช้วธิกีารแยกตัวแปร (separation of variable) ในระบบ
พกัิดแบบทรงกลม จากน้ันจะใช้วธิใีนการแก้สมการทีแ่ตกตา่งกันออกไป อาทเิชน่ อาศัยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขแบบผล
ตา่งจำกัด [2] หรอืวธิกีารคำนวณเชงิตัวเลขอืน่ ๆ

งานวจัิยนี้ เราทำการกำหนดตัวแปรขึ้นมาเพือ่ปรับรปูสมการที่ (1) ให้สอดคล้องกับการสัน่แบบฮาร์มอนกิส์
อยา่งงา่ยและมุง่เน้นหาสมการการเคลือ่นทีแ่บบเฉพาะเจาะจงโดยใช้สมการออยเลอร-์ลากรานจ์ (Euler-Lagrange
Equation) เปน็หลัก โดยมกีารกำหนดเง ือ่นไขเร ิม่ต้นเพือ่หาคา่คงทีเ่ลอืกได้ (arbitrary constant) ทีไ่ด้จากการแก้
สมการ ท้ังนี้ งานวจัิยนี้ เปน็ประโยชน์ตอ่ผ ู้ฝกึฝนคำนวณทีจ่ะนำไปตอ่ยอดศกึษาพฤตกิรรมการถา่ยโอนอเิลก็ตรอนด้วย
วธิกีารอนิทเิกรตตามวถิขีองไฟย์แมน (Feynman’s path integral) เพ ือ่หาคา่ตัวแผ ่ (propagator) และฟงักชั์นคลืน่
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(wavefunction) แม้กระทัง่ตอ่ยอดด้วยการใช้ฟงักชั์นพารต์ชัิน (partition function) เพือ่ศกึษาความสัมพันธร์ะหวา่ง
ระดับช้ันพลังงานของอนภุาคกับอณุหภมูขิองระบบภายใต้ศักยแ์บบเลนนารด์-โจนสไ์ด้อกีด้วย

วธิกีารดำเนนิการวจัิย

การดำเนนิการวจัิยแบง่ออกเปน็สว่นตา่ง ๆดังตอ่ไปนี้

1. กำหนดศักยท์ ีจ่ะใช้กับกับอเิลก็ตรอน

2. ออกแบบการคำนวณ โดยการคำนวณมข้ัีนตอนดังตอ่ไปนี้

(2.1) สมมตตัิวแปรเพือ่แปลงรปูสมการ (1) โดยกำหนดให้

x =

(
r

re

)−6

(2)

(2.2) กำหนดลากรานเจยีน (Lagrangian) ของระบบในรปูตัวแปร x ดังสมการ

L(ẋ, x; t) =
1

2
mẋ2 − V (x) (3)

(2.3) นำศักย์ท ีแ่ปลงรปูสมการมาใสใ่นสมการที่ (3) จากน้ันนำลากรานเจยีนดังกลา่วมาใสใ่นสมการออยเลอ
ร-์ลากรานจ์ ในหนึง่มติดัิงสมการที่ (4)

d

dt

(
dL

dẋ

)
=

dL

dx
(4)

(2.4) แก้สมการหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาคภายใต้ศักย์แบบ เลนนารด์-โจนส์ท ีไ่ด้รับ
การแปลงรปูแล้ว ซึง่สมการทีไ่ด้จะอย ูใ่นรปูสมการเชงิอนพัุนธอั์นดับทีส่องทีไ่มเ่ปน็เอกพันธ ุ์ (nonhomo-
geneous) จงึต้องแบง่การหาผลเฉลยออกเปน็สองสว่น คอื ผลเฉลยแบบเอกพันธ ุ์ และแบบไมเ่อกพันธ ุ์
โดยสมมตใิห้คำตอบแบบไมเ่อกพันธ ุอ์ย ูใ่นรปู xp = a

(2.5) หลังจากได้ผลเฉลยทัว่ไปแล้วทำการกำหนดเง ือ่นไขเร ิม่ต้นเพือ่หาคา่คงทีเ่ลอืกได้

x(ta) = xa และ x(tb) = xb (5)

จากน้ัน จัดรปูสมการเพือ่ให้ได้สมการการเคลือ่นทีใ่นรปูของ x(t)

3. วเิคราะหแ์ละอภปิรายผลทีไ่ด้จากการคำนวน

4. สรปุผลการคำนวน
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ผลการวจัิยและการอภปิรายผล

ในการนำเสนอหัวข้อผลการวจัิยและอภปิรายผลการวจัิย ผ ู้วจัิยนำเสนอตามหัวข้อวธิกีารดำเนนิการวจัิย ดัง
ตอ่ไปนี้

1. กำหนดศักยท์ ีจ่ะใช้กับกับอเิลก็ตรอน ตามสมการที่ (1) โดยกำหนดให้คา่ k เทา่กับ 6 เพ ือ่ให้สอดคล้องกับศักย์
แบบเลนนารด์-โจนส์ จะได้

V (r) = u

[(re
r

)12

−
(re
r

)6
]

(6)

2. แสดงข้ันตอนการคำนวณ ดังตอ่ไปนี้

(2.1) เม ือ่สมมตตัิวแปรดังสมการที่ (2), x =
(

r
re

)−6

, ทำให้สมการที่ (6) เขยีนใหมไ่ด้วา่

V (r) = u
[
x2 − x

] (7)

หากสังเกตสมการที่ (7) ให้ดจีะพบวา่อย ูใ่นรปูสมการพาราโบลาซึง่สอดคล้องกับกราฟของศักย์แบบเลน
นารด์-โจนส์ ด้วยเหตนุ ี้ จงึเปน็เหตผุลวา่เราไมไ่ด้เปลีย่นรปูรา่งของศักย์เลนนารด์-โจนส์ เพยีงแคป่รับ
ตำแหนง่เพยีงเทา่น้ัน ดังน้ัน เม ือ่เราได้แทนคา่ตัวแปรทีเ่ราสมมตมิาแล้วเพือ่ให้สอดคล้องกับเง ือ่นไขที่
กลา่ววา่พารามเิตอร์แสดงความแขง็แรงของศักย์ต้องมคีา่มากกวา่ศนูย,์ σ > 0, ทำให้เราได้เง ือ่นไขทีจ่ะ
ทำให้สมการที่ (7) ไมส่ามารถพจิารณาศักยไ์ด้ ได้แก ่

ประการที่ 1 ; x = 0 สง่ผลให้ r = อนันต์
ประการที่ 2 ; x = 1 สง่ผลให้ r = re (8)

จากเง ือ่นไขดังสมการที่ (8) จะพบวา่เปน็เง ือ่นไขทีท่ำให้คา่ศักย์เทา่กับหรอืเข้าใกล้ศนูย์ ซึง่ทำให้เราไม ่
สามารถพจิารณาผลของนวิเคลยีสทีม่ตีอ่อเิลก็ตรอนได้ ท้ังน ี้ เม ือ่ทำการหาจดุเปลีย่นโค้งของศักย์สมการ
ที่ (7) ด้วยการทำอนพัุนธแ์ล้วนำผลทีไ่ด้เทา่กับศนูยจ์ะได้ความสัมพันธดั์งนี้ r ≈ 1.122re

(2.2) กำหนดลากรานเจยีน (Lagrangian) ของระบบในรปูตัวแปร x ดังสมการที่ (4) จะได้

L(ẋ, x; t) =
1

2
mẋ2 − ux2 + ux (9)

(2.3) จากน้ันนำลากรานเจยีนดังสมการที่ (9) ใสใ่นสมการออยเลอร-์ลากรานจ์ ในหนึง่มติดัิงสมการที่ (4) จะได้
สมการการเคลือ่นที่ ดังน ี้

mẍ+ 2ux− u = 0 (10)

(2.4) แก้สมการหาผลเฉลยทัว่ไปของสมการการเคลือ่นทีข่องอนภุาคภายใต้ศักยแ์บบเลนนารด์-โจนส์ ดังสมการ
ที่ (10) โดยแปลงรปูสมการที่ (10) ให้อย ูใ่นรปูทีส่ามารถแก้สมการได้งา่ยขึ้นกลา่วคอืทำให้สัมประสทิธ ิ์
หน้าตัวแปรทีอั่นดับสงูสดุกลายเปน็หนึง่ จะได้

ẍ+ 2xv = v (11)
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เม ือ่กำหนดให้ v = u/m จะสังเกตได้วา่สมการที่ (11) อย ูใ่นรปูสมการแบบไมเ่อกพันธ ุ์ ดังน้ันเราจงึเร ิม่
แก้สมการดังกลา่วในรปูแบบเอกพันธ ุก์อ่น, ẍ+2xv = 0, โดยสมมตคิำตอบให้ xc = eβt จะได้ผลเฉลย
ตอ่ไปนี้

xc(t) = C1e
i
√
2
√
vt + C2e

−i
√
2
√
vt (12)

จากน้ันใช้สตูรของออยเลอร์ (Euler’s formula) ในการแปลงรปูผลเฉลยทีไ่ด้ให้อย ู้ในรปูฟงักชั์นตรโีกณ
ได้ผลดังสมการ

xc(t) = A cos(
√
2
√
vt) + B sin(

√
2
√
vt) (13)

เม ือ่ A = C1 + C2 และ B = i(−C1 + C2) จากน้ันหาผลเฉลยแบบไมเ่อกพันธ ุ์โดยการสมมตใิห้
xp = a และแทนคา่ลงในสมการที่ (11) จะได้วา่ a = 1/2 เพราะฉะน้ันผลเฉลยรวมสามารถเขยีนได้วา่
x = xc + xp จะได้

xc(t) = A cos(
√
2
√
vt) + B sin(

√
2
√
vt) +

1

2
(14)

(2.5) หาคา่คงทีเ่ลอืกได้ A และ B โดยการใช้เง ือ่นไขเร ิม่ต้นดังกำหนดในสมการที่ (5) จะได้

xa = A cos(
√
2
√
vta) + B sin(

√
2
√
vta) +

1

2
(15a)

xb = A cos(
√
2
√
vtb) + B sin(

√
2
√
vtb) +

1

2
(15b)

เปลีย่นรปูสมการ (15a) จะได้วา่

A =
xa − B sin(√2

√
vta)− 1

2

cos(√2
√
vtb)

(16)

แทนคา่สมการที่ (16) ลงในสมการที่ (15b) พร้อมจัดรปูสมการและใช้สตูรตรโีกณมติ ิ sin(M −N) เพ ือ่
หาคา่ B จะได้

B =
(xb − 1

2
) cos(√2

√
vta)− (xa − 1

2
) cos(√2

√
vtb)

sin√2
√
v(tb − ta)

(17)

จากน้ัน นำสมการที่ (17) แทนคา่ลงในสมการที่ (16) เพ ือ่หาคา่ A จะได้

A =
xa

cos(√2
√
vta)

− 1

cos(√2
√
vta)

−
xb − 1

2
cos(√2

√
vta)

sin√2
√
v(tb − ta)

+
xa − 1

2
cos(√2

√
vtb)

cos(√2
√
vta) sin

√
2
√
v(tb − ta)

(18)

เม ือ่นำคา่คงทีเ่ลอืกได้ดังสมการที่ (18) และ (19) แทนลงในสมการที่ (14) จะได้สมการการเคลือ่นทีแ่บบ
ด้ังเดมิทีเ่ปน็ผลเฉลยแบบเฉพาะเจาะจงในกรณที ีอ่นภุาคเด ีย่วเคลือ่นทีภ่ายใต้ศักย์แบบเลนนารด์-โจนส์
ซึง่เราพบวา่สมการการเคลือ่นทีท่ ีไ่ด้มรีปูท ีใ่กล้เคยีงกับสมการการเคลือ่นทีท่ ีไ่ด้จากกรณกีารสัน่แบบฮาร์
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มอนกิส์อยา่งงา่ย [3] ถงึแม้วา่คา่คงทีเ่ลอืกได้จะมคีวามซับซ้อนแตส่ามารถนำไปตอ่ยอดคำนวณหาคา่
กริยิาแบบด้ังเดมิ (classical action) สำหรับหาคา่ตัวแผแ่ละฟงักชั์นคลืน่ด้วยวธิกีารอนิทรเิกรตตามวถิไีด้
เปน็อยา่งดตีามกระบวนการแสดงใน [4] ท้ังนี้ การเปลีย่นรปูสมการศักย์ดังสมการ x =

(
r
re

)−6

ยังไม ่
กระทบตอ่การพจิารณาเทอมพลังงานจลน์ของระบบเนือ่งจากตัวแปรดังกลา่วแปรผันตรงกับคา่รัศมเีปน็
เหตใุห้เราสามารถคำนวณและแปรความลากรางจเ์จยีนของระบบได้ตามปกติ

สรปุผลการวจัิย

การสมมตตัิวแปรขึ้นมาเพือ่ปรับรปูสมการศักยแ์บบเลนนารด์-โจนสดั์งสมการ x =
(

r
re

)−6

เพ ือ่ให้มคีวาม
สอดคล้องกับสมการศักย์การสัน่แบบฮาร์มอนกิส์อยา่งงา่ยนัน่ พบวา่ ผลเฉลยออกมาคงรปูแบบสอดคล้องกับการสัน่
แบบฮารม์อนกิสอ์ยา่งงา่ยโดยรปูรา่งของศักยยั์งคงเปน็แบบพาราโบลาทีม่กีารเล ือ่นจดุเปลีย่นโค้งมาอย ูท่ ี่r ≈ 1.122re

และเง ือ่นไขขอบเขตอย ูท่ ี่ 0 และ re เม ือ่เปลีย่นรปูสมการศักยแ์ล้วสามารถคำนวณสมการการเคลือ่นทีด้่วยสมการออย
เลอร-์ลากรานจไ์ด้งา่ยขึ้น ทวา่เม ือ่กำหนดเง ือ่นไขขอบเขตแล้วคา่คงทีเ่ลอืกได้ออกมามคีวามซับซ้อนพอสมควร ท้ังนี้ ยัง
พบอกีวา่การเปลีย่นรปูสมการนี้ ยังสามารถนำไปตอ่ยอดการคำนวณกริยิาแบบด้ังเดมิได้และสอดคล้องกับการคำนวณ
กริยิาแบบด้ังเดมิของการสัน่แบบฮารม์อนกิสอ์ยา่งงา่ยอกีด้วย
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