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สมบัติการหารลงตัวด้วย 𝑘 ของผลบวกของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง เม่ือ 𝑘 = 2,3,4,5 
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บทคัดย่อ 
ในงานวิจัยนี ้เราศึกษาสมบัติการหารลงตัวของผลบวกของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง  𝑉𝑛 ที ่ก าหนดโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 
𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 + 2𝑉𝑛−2 ส  าหร ับ 𝑛 ∈ ℕ โดยมีค ่าเร ิ ่มต ้นคือ  𝑉0 = 2 และ 𝑉1 = 2 โดยการหารจ านวนฟีโบนัชชีด ัดแปลงด้วย  
𝑘 = 2,3,4,5 พบว่าเศษเหลือท่ีได้จากการหารซ ้ากันเป็นชุด น าไปสู่การค้นพบสมบัติการหารลงตัวของผลบวกจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง
จ านวนสี่ข้อซึ่งแต่ละข้อสามารถแสดงการพิสูจน์ได้โดยใช้หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์แบบเข้ม 
 
ค าส าคัญ:  จำนวนฟีโบนัชชีดัดแปลง  หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์แบบเข้ม  โมดุโล  การหารลงตัว  
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Abstract 
This work aims to investigate the divisibility properties of the sum of modified Fibonacci sequence 𝑉𝑛 , defined by 
the recurrence relation 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 + 2𝑉𝑛−2  for 𝑛 ∈ ℕ , with initial values 𝑉0 = 2 and 𝑉1 = 2.  By examining the 
sequence modulo 𝑘 = 2,3,4,5,  we observe that the remainders form repeating patterns, which lead to discover 
four divisibility properties of the sum of the modified Fibonacci numbers, which can be proven using strong 
mathematical induction. 
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1. บทน า  
จ านวนฟีโบนัชชีเป็นล าดับจ านวนที่นักคณิตศาสตร์หลายคนรู้จักกันดีและมีการศึกษาอย่างกว้างขวาง นิยามของจ านวนฟีโบนัชชี

ในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิดคือ 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 เมื ่อ 𝐹0 = 0 และ 𝐹1 = 1 โดย 𝑛 = 2,3,4, … (Koshy, 2001) ในเวลาต่อมา  
มีนักคณิตศาสตร์ให้นิยามของจ านวนฟีโบนัชชีทั่วไปในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี้ 

 
                                                       𝐹𝑛 = 𝑎𝐹𝑛−1 + 𝑏𝐹𝑛−2         (1) 
 
เมื่อ 𝐹0 = 0 และ 𝐹1 = 1 ส าหรับ 𝑛 เป็นจ านวนนับที่มากกว่าหนึ่ง (Singh et al., 2014) และมีนักคณิตศาสตร์ศึกษาจนมี

ทฤษฎีที่เกี่ยวข้องมากมาย เช่น Lang และ Lang (2013), Dhanya et al. (2021) ในปี 2021 มีนักคณิตศาสตร์ศึกษาสมบัติการหารลงตัว
ของจ านวนไตรโบนัชชี-ลูคัส โดยพิจารณาเศษจากการหารจ านวนไตรโบนัชชี-ลูคัส ด้วยจ านวนเต็มบวกซึ่งท าให้พบสมบัติการหารลงตัว
หลายสมบัติ (มนตรี สามแปง และคณะ, 2021) ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยได้เลือกนิยามของจ านวนฟีโบนัชชีทั่วไปจาก  (1) โดยจะก าหนด 
𝑎 = 1 และ  𝑏 = 2 เร ี ยกว ่ าจ  านวนฟ ี โบน ัชช ีด ัดแปลง (Modified Fibonacci Number) โดยให ้แทนด ้วยส ัญล ักษณ์  𝑉𝑛  
เมื่อ 𝑛 ∈ ℕ และเขียนในรูปความสัมพันธ์เวียนเกิดได้เป็น 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 + 2𝑉𝑛−2 เมื่อ 𝑉0 = 2 และ 𝑉1 = 2 เพื่อพิจารณาสมบัติการ
หารลงตัวและแสดงการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ 
 
2. วัตถุประสงค์การวิจัย 

2.1 เพื่อหาสมบัติการหารลงตัวของผลรวมจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง  
2.2 พิสูจน์สมบัติที่ได้จากข้อ 2.1 

 
3. วิธีด าเนินการวิจัย  
  งานวิจัยนี้เป็นงานวิจัยเชิงทฤษฎีในสาขาคณิตศาสตร์ โดยเริ่มต้นจากการศึกษาวรรณกรรมและทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ที่
เกี่ยวข้องกับจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง ความสัมพันธ์เวียนเกิด และขั้นตอนวิธีการหาร จากนั้นจึงก าหนดนิยามและสัญลักษณ์ที่จ าเป็น
อย่างชัดเจนและเป็นระบบโดยนิยามจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงจากความสัมพันธ์เวียนเกิดดังต่อไปนี้ความรู้ที่จ าเป็นในงานวิจัย 

3.1 ความรู้เบื้องต้น 
บทนิยาม จ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง ก าหนดให้ 𝑉𝑛 แทนจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง โดย 𝑛 ∈ ℕ และ 𝑛 ≥ 2 ซึ่งก าหนดโดย 
 

𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 + 2𝑉𝑛−2 เมื่อ 𝑉0 = 2 และ 𝑉1 = 2 

 
ล าดับของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงเป็นดังน้ี 2,2,6,10,22,42, … 

3.2 ขั้นตอนด าเนินการวิจัย 
ในการวิจัยนี้มีกระบวนการในแต่ละขั้นตอนเป็นไปตามภาพที่ 1 โดยเริ่มจากขั้นตอนแรกคือ การก าหนดปัญหาซึ่งผู้วิจัย

ต้องการศึกษาสมบัติการหารลงตัวของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง จากนั้นจึงทบทวนวรรณกรรมโดยจะค้นคว้าหาความรู้เกี่ยวกับขั้นตอน
วิธีการหาร และวิธีการสมภาค ท าการส ารวจความเป็นไปได้โดยการน าจ านวนเต็ม ไปหารจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงและพิจารณาเศษที่
ได้จากการหาร สังเกตความสัมพันธ์ที่จะท าให้ได้สมบัติการหารลงตัวของผลบวกของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงจากนั้นจึงใช้เหตุผลเชิง
ตรรกะและผลลัพธ์ทางคณิตศาสตร์ที่มีอยู่เดิมตั้งสมมติฐานข้ึน และด าเนินการพิสูจน์ทฤษฎีเหล่านั้นอย่างเข้มงวด โดยใช้หลักอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร์ และท้ายที่สุดคือการน าผลที่ได้ไปเขียนรายงานผล 
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ภาพที่ 1 ขั้นตอนในการท าวิจัยเรื่อง สมบัติการหารลงตัวด้วย 𝑘 ของผลบวกของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงเมื่อ 𝑘 = 2,3,4,5 
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4. ผลการวิจัย  
  ในการวิจัยนี้เริ่มจากการน าจ านวน 𝑘 = 2,3,4,5 ไปหารจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แสดงได้ดังตารางที่ 1 
 
ตารางที ่1  แสดงเศษที่จากการหารจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงด้วย 𝑘 = 2,3,4,5 

𝒏 𝑽𝒏 𝒌 = 𝟐 𝒌 = 𝟑 𝒌 = 𝟒 𝒌 = 𝟓 

0 2 0 2 2 2 
1 2 0 2 2 2 

2 6 0 0 2 1 
3 10 0 1 2 0 
4 22 0 1 2 2 
5 42 0 0 2 2 
6 86 0 2 2 1 
7 170 0 2 2 0 
8 342 0 0 2 2 
9 682 0 1 2 2 
10 1,366 0 1 2 1 
11 2,730 0 0 2 0 
12 5,462 0 2 2 2 
13 10,922 0 2 2 2 
14 21,846 0 0 2 1 
15 43,690 0 1 2 0 
16 87,382 0 1 2 2 
17 174,762 0 0 2 2 
18 349,526 0 2 2 1 
19 699,050 0 2 2 0 
20 1,398,102 0 0 2 2 

  
 จากตารางที่ 1 พบว่า เมื่อน าจ านวนเต็มบวก 𝑘 เมื่อ 2 ≤ 𝑘 ≤ 5 หารแต่ละพจน์ของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แล้วจะมีเศษ
เหลือจากการหารซ ้ากันเป็นชุด ๆ ได้แก่ 

ส าหรับการหารด้วย 2 จะได้ชุดเศษเหลือซ ้ากันชุดละ 1 พจน์ คือ (0) 
ส าหรับการหารด้วย 3 จะได้ชุดเศษเหลือซ ้ากันชุดละ 6 พจน์ คือ (2,2,0,1,1,0) 
ส าหรับการหารด้วย 4 จะได้ชุดเศษเหลือซ ้ากันชุดละ 1 พจน์ คือ (2) 
ส าหรับการหารด้วย 5 จะได้ชุดเศษเหลือซ ้ากันชุดละ 4 พจน์ คือ (2,2,1,0)                                                                    

เมื่อน าจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงที่หารด้วย 𝑘 ค่าเดียวกันมาจัดเรียงเป็นแถวตามจ านวนพจน์ของชุดเศษเหลือที่ซ ้ากันและน า
จ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงท่ีมีเศษเท่ากันและตรงกันในแต่ละชุดมาบวกกันทีละ 𝑘 พจน์ จะได้ว่า 𝑘 หารผลบวกนั้นลงตัว ยกตัวอย่างเช่น
ในกรณี 𝑘 = 3 จะได้ผลเป็นดังแสดงในตารางที่ 2 
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ตารางที่ 2 จ านวนฟีโบนัชชีสามตัวติดกันที่มีเศษเท่ากันในแต่ละกลุ่ม เมื่อ 𝑘 = 3 

Modulo 3 พจน์ที่ตรงกันในแต่ละชุด 

2 𝑉0 = 2 𝑉6 = 86 𝑉12 = 5,462 

2 𝑉1 = 2 𝑉7 = 170 𝑉13 = 10,922 

0 𝑉2 = 6 𝑉8 = 342 𝑉14 = 21,846 

1 𝑉3 = 10 𝑉9 = 682 𝑉15 = 43,690 

1 𝑉4 = 22 𝑉10 = 1,366 𝑉16 = 87,382 

0 𝑉5 = 12 𝑉11 = 2,730 𝑉17 = 174,762 

 
 จากตารางที่ 2 จะเห็นว่า 𝑉0 + 𝑉6 + 𝑉12 = 2 + 86 + 5,462 = 5,550 ซึ่ง 5,550 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3) และ 𝑉1 + 𝑉7 + 𝑉13 =

2 + 170 + 10,922 = 11,094 ซึ ่ง 11,094 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3) เป็นต้น ในการศึกษาส าหรับ  𝑘 = 2,3,4,5 จะเริ ่มจากกรณีที่ 𝑘 = 2 
เนื่องจาก 𝑉0 = 𝑉1 = 2 และ เห็นได้ชัดว่า 𝑉𝑛 เป็นจ านวนคู่เพราะเกิดจากผลบวกของจ านวนคู่ ท าให้สรุปได้ว่า 𝑉𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 
ต่อไปจะพิจารณากรณีที่ 𝑘 = 3,4,5 ดังต่อไปนี้ 
  
ทฤษฎีบทที่ 1 ส าหรับ 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ถ้า 𝑉𝑛  เป็นจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แล้ว 

 
 𝑉𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) (2) 
 
การพิสูจน์ จะเห็นได้ว่า 𝑉0 = 𝑉1 = 2 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) ต่อไปจะพิสูจน์โดยการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ ก าหนดให ้𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} 

ก าหนดให ้𝑃(𝑛) แทน “𝑉𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4)” 
ขั้นที่ 1 เนื่องจาก 𝑉2 = 6 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) ดังนั้น 𝑃(2) เป็นจริง 

ขั้นที่ 2 ให้ 𝑃(2), 𝑃(3), . . . , 𝑃(𝑘) เป็นจริง ส าหรับทุก 𝑘 ≥ 2 ดงันั้น 𝑉𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) ส าหรับทุก 𝑚 ที ่2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘   

พิจารณา 𝑉𝑘+1 = 𝑉𝑘 + 2𝑉𝑘−1 เมื่อ 𝑘 = 2 จะได้ 𝑉3 = 𝑉2 + 2𝑉1 = 6 + 4 = 10 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4)  

ดังนั้น 𝑉3 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) และถ้า 𝑘 ≥ 3 จะได ้𝑉𝑘+1 ≡ (𝑉𝑘 + 2𝑉𝑘−1)(𝑚𝑜𝑑 4) 

                                      ≡ 𝑉𝑘(𝑚𝑜𝑑 4) + 2(𝑉𝑘−1(𝑚𝑜𝑑 4)) 
                                             ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) + 4(𝑚𝑜𝑑 4) 
        ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) 
นั่นคือ 𝑝(𝑘 + 1) เป็นจริง 
 

ทฤษฎีบทที่ 2 ส าหรับ 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ถ้า 𝑉𝑛  เป็นจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แล้ว 
 
 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+6 + 𝑉𝑛+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3)  (3)         
 
การพิสูจน์ ก าหนดให ้𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ก าหนดให ้𝑃(𝑛) แทน “𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+6 + 𝑉𝑛+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3)” 
ขั้นที่ 1 จาก 𝑉0 + 𝑉6 + 𝑉12 = 2 + 86 + 5,462 = 5,550 = 3(1,850) จะได ้ 𝑉0 + 𝑉6 + 𝑉12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) ดังนั้น 𝑃(0) เป็นจรงิ 
ขั้นที่ 2 ให้ 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 + 1 ถ้า 𝑃(𝑚) เป็นจริง กล่าวคือ 𝑃(𝑘) และ 𝑃(𝑘 + 1) เป็นจริง  
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จะได้ 𝑉𝑘 + 𝑉𝑘+6 + 𝑉𝑘+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) และ  𝑉𝑘+1 + 𝑉𝑘+7 + 𝑉𝑘+13 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) ตามล าดับ                                              
จะต้องแสดงว่า 𝑃(𝑘 + 2) เป็นจริง ซึ่งก็คือ 𝑉𝑘+2 + 𝑉(𝑘+2)+6 + 𝑉(𝑘+2)+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3)                                                 
เริ่มพิจารณาจาก   

𝑉𝑘+2 + 𝑉𝑘+8 + 𝑉𝑘+14 = 𝑉𝑘+1 + 2𝑉𝑘 + 𝑉𝑘+7 + 2𝑉𝑘+6 + 𝑉𝑘+13 + 2𝑉𝑘+12 
  = 𝑉𝑘+1 + 𝑉𝑘+7 + 𝑉𝑘+13 + 2(𝑉𝑘 + 𝑉𝑘+6 + 𝑉𝑘+12) 

ท าให้  𝑉𝑘+2 + 𝑉(𝑘+2)+6 + 𝑉(𝑘+2)+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) ดังนั้น 𝑃(𝑘 + 2) เป็นจริง 

ทฤษฎีบทที่ 3 ส าหรับ 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ถ้า 𝑉𝑛 เป็นจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แล้ว 
 
 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+1 + 𝑉𝑛+2 + 𝑉𝑛+3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4) (4)  
 
การพิสูจน์  ก าหนดให ้𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} จากทฤษฎีบทท่ี 1 จะได้ 𝑉𝑛+𝑘 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) ส าหรับทุก 𝑘 ∈ {0,1,2,3} 

ดังนั้น   𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+1 + 𝑉𝑛+2 + 𝑉𝑛+3 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) + 2(𝑚𝑜𝑑 4) + 2(𝑚𝑜𝑑 4) + 2(𝑚𝑜𝑑 4) 
                                                                                          ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 4) 
                                                                       ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4)  
 
ทฤษฎีบทที่ 4 ส าหรับ 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ถ้า 𝑉𝑛 เป็นจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง แล้ว 
 
 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+4 + 𝑉𝑛+8 + 𝑉𝑛+12 + 𝑉𝑛+16 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) (5)  
 
การพิสูจน์ ก าหนดให ้𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ให ้𝑃(𝑛) แทน “𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+4 + 𝑉𝑛+8 + 𝑉𝑛+12 + 𝑉𝑛+16 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5)” 

ขั้นที่ 1 จะแสดงว่า 𝑃(0) เป็นจริง  จะเห็นว่า 𝑉0 + 𝑉4 + 𝑉8 + 𝑉12 + 𝑉16 = 93,210 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) ดังนั้น 𝑃(0) เป็นจริง 
ขั้นที่ 2 ให้ 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 + 1 ถ้า 𝑃(𝑚) เป็นจริง กล่าวคือ 𝑃(𝑘) และ 𝑃(𝑘 + 1) เป็นจริง  
กล่าวคือ  𝑉𝑘 + 𝑉𝑘+4 + 𝑉𝑘+8 + 𝑉𝑘+12 + 𝑉𝑘+16 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) และ  
𝑉𝑘+1 + 𝑉𝑘+5 + 𝑉𝑘+9 + 𝑉𝑘+13 + 𝑉𝑘+17 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) ตามล าดับ จะต้องแสดงว่า 𝑃(𝑘 + 2) เป็นจริง 
โดยเริ่มพิจารณาจาก 
𝑉𝑘+2 + 𝑉𝑘+6 + 𝑉𝑘+10 + 𝑉𝑘+14 + 𝑉𝑘+18 = 𝑉𝑘+1 + 𝑉𝑘+5 + 𝑉𝑘+9 + 𝑉𝑘+13 + 𝑉𝑘+17 + 2(𝑉𝑘 + 𝑉𝑘+4 + 𝑉𝑘+8 + 𝑉𝑘+12 + 𝑉𝑘+16) 

จะได้ 𝑉𝑘+2 + 𝑉(𝑘+2)+4 + 𝑉(𝑘+2)+8 + 𝑉(𝑘+2)+12 + 𝑉(𝑘+2)+16 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) ดังนั้น 𝑃(𝑘 + 2) เป็นจริง 
 
5. อภิปรายผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ      
 งานวิจัยนี้ใช้ขั้นตอนวิธีการหารท าให้พบสมบัติการหารลงตัวด้วยของจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง ซึ่งพบว่าเศษที่ได้จากการหาร 
จะซ ้ากันเป็นชุด และเมื่อพิจารณาจากหลักการหารสามารถจัดพจน์เพื ่อให้เกิดการหารลงตัวด้วย  น าไปสู่สมบัติการหารลงตัว 
จากผลบวกจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลง ท าให้ได้ทฤษฎีบท ดังนี ้

ส าหรับ 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ถ้า 𝑉𝑛 เป็นจ านวนฟีโบนัชชีดัดแปลงเมื่อ 𝑉0 = 2  และ 𝑉1 = 2 แล้ว 
1. 𝑉𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4) 
2. 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+6 + 𝑉𝑛+12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 
3. 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+1 + 𝑉𝑛+2 + 𝑉𝑛+3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4) 
4. 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+4 + 𝑉𝑛+8 + 𝑉𝑛+12 + 𝑉𝑛+16 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5) 

   ซึ่งสามารถแสดงได้ว่าเป็นจริง โดยการพิสูจนโ์ดยใช้หลักอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์แบบเข้ม  
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