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บทคัดย่อ  
ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาหาผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x − 15y = z2 และ 3x − 15y = z2 เมื่อ x, y และ z เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยใช้ความรู้พื้นฐานของสมภาคและทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู ผลการวิจัย พบว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
2x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) สี่ผลเฉลย คือ (0, 0, 0), (1, 0, 1), (4, 1, 1) และ (6, 1, 7) และ
สมการไดโอแฟนไทน์ 3x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) เพียงผลเฉลยเดียว คือ (0, 0, 0)  
 
ค าส าคัญ:  สมการไดโอแฟนไทน์ สมภาค ทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู 
 
Abstract  
In this paper, we find all solutions of the Diophantine equations 2x − 15y = z2 and 3x − 15y = z2,  where x, y 
and z are non-negative integers. By using the elementary concepts of congruence and Mihăilescu’s Theorem, we 
show that the Diophantine equation 2x − 15y = z2 has four non- negative integer solutions (x, y, z), which are 
(0, 0, 0), (1, 0, 1), (4, 1, 1) and (6, 1, 7) .  The Diophantine equation 3x − 15y = z2 has exactly one non-
negative integer solution (x, y, z). That is (0, 0, 0).   
 
Keywords:  Diophantine equation, Congruence, Mihăilescu’s Theorem 
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1. บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์ (Diophantine equation) เป็นอีกหนึ่งสมการส าคัญในทฤษฎีจ านวน (Number Theory) ที่ได้รับ
ความสนใจอย่างกว้างขวาง ซึ่งสมการไดแฟนไทน์นั้นคือสมการที่พิจารณาเฉพาะผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มเท่านั้น และด้วยประโยชน์
ของสมการไดโอแฟนไทน์ที่น าไปใช้แก้ปัญหาต่างๆ เช่น การแก้ปัญหาทางธุรกิจ (Problem on business) และการดุลสมการเคมี 
(Balancing chemical equation) เป็นต้น (Kaur & Sambhor, 2017) จึงท าให้มีผู้สนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์เป็นจ านวนมาก 
และในหนึ่งทศวรรษท่ีผ่านมานี้มีนักคณิตศาสตร์ได้ศึกษาและค้นหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสมการไดโอแฟนไทน์ที่
อยู่ในรูป ax − by = z2 เมื่อ a และ b เป็นจ านวนเต็มบวก โดยในท่ีนี้จะขอยกตัวอย่างผลงานวิจัย เช่น 
 ในปี ค.ศ. 2019 Thongnak et al. (2019) ได้พิสูจน์ว่า (x, y, z) ∈ {(0, 0, 0), (1, 0, 1), (2, 1, 1)} เป็นผลเฉลยทั้งหมด
ของสมการ 2x − 3y = z2 และต่อมาในปี ค.ศ. 2022 Thongnak et al. (2022) ได้ค้นพบว่าสมการ 7x − 2y = z2 มีเพียงผลเฉลย
เด ียว ค ือ (x, y, z) = (0, 0, 0) และ Rao (2022) ได้แสดงว่าสมการ 23x − 19y = z2 มีเพ ียงสองผลเฉลย คือ (x, y, z) ∈

{(0, 0, 0), (1, 1, 2)} 
 ในปี ค.ศ. 2023 Chuayjan et al. (2023a) ได้ค้นพบว่า (x, y, z) ∈ {(0, 0, 0), (1, 0, 3)} เป็นผลเฉลยทั้งหมดของสมการ 
10x − 17y = z2 และในขณะเดียวกัน Kaewong et al. (2023) ได้ศึกษาและแสดงว่าสมการ 29x − 3y = z2 มีเพียงผลเฉลยเดียว 
คือ (x, y, z) = (0, 0, 0) และ Tadee (2023) ได้ค้นพบว่าสมการ 9x − 3y = z2 มีผลเฉลย คือ (x, y, z) ∈ {(r, 2r, 0)} เมื่อ r เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และสมการ 13x − 7y = z2 มีผลเฉลยเดียว คือ (x, y, z) = (0, 0, 0)  
 นอกจากนี้ Gope (2023) ได้พิสูจน์ว่าสมการ 27x − 11y = z2 มีสองผลเฉลย คือ (x, y, z) ∈ {(0, 0, 0), (1, 1, 4)} และ
เมื่อไม่นานมานี้ Siraworakun & Tadee (2024) ได้พิสูจน์ว่า (x, y, z) ∈ {(0, 0, 0), (2, 2, 24)} เป็นผลเฉลยทั้งหมดของสมการ 
25x − 7y = z2  
 จากการศึกษางานวิจัยดังกล่าวข้างต้น ท าให้ผู้วิจัยสนใจหาผลเฉลยของสมการในรูปแบบอื่น กล่าวคือ  2x − 15y = z2 
และ 3x − 15y = z2 เมื่อ x, y และ z เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
2. วัตถุประสงค์การวิจัย  
 เพื ่อศึกษาหาผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x − 15y = z2 และ 3x − 15y = z2 เมื ่อ x, y และ z เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
3. วิธีด าเนินการวิจัย  
 บทนิยามและสมบัติเบื้องต้นของสมภาค (Congruence) ดังนี ้
 บทนิยาม 1 (Burton, 2010, p. 63) ให้ n เป็นจ านวนเต็มบวก จะกล่าวว่า สองจ านวนเต็ม a และ b สมภาค หรือ คอนกรู
เอนซ์ มอดุโล n เขียนแทนด้วย a ≡ b (mod n) เมื่อ n หาร a − b ลงตัว 
 ทฤษฎีบท 1 (Burton, 2010, p. 65) ให ้n > 1 และ a, b, c, d เป็นจ านวนเต็ม จะได้ว่า 
  1) a ≡ a (mod n) 
  2) ถ้า a ≡ b (mod n) แล้ว b ≡ a (mod n) 
  3) ถ้า a ≡ b (mod n) และ b ≡ c (mod n) แล้ว a ≡ c (mod n) 
  4) ถ้า a ≡ b (mod n) และ c ≡ d (mod n) แล้ว a + b ≡ c + d (mod n) และ ab ≡ cd (mod n) 
  5) ถ้า a ≡ b (mod n) แล้ว a + c ≡ b + c (mod n) และ ac ≡ bc (mod n) 
  6) ถ้า a ≡ b (mod n) แล้ว ak ≡ bk (mod n) เมื่อ k เป็นจ านวนเต็มบวก 
 ทฤษฎีบท 2 ถ้า y เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ แล้ว  3y + 5y ≡ 2, 8 (mod 16) 
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  พิสูจน์  
  เนื่องจาก y เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนั้นโดยขั้นตอนวิธีการหาร (The division algorithm) จะได้ว่า มีจ านวนเต็มที่
ไม่เป็นลบ h และ r ซึ่งท าให้ y = 4h + r โดยที่ r ∈ {0, 1, 2, 3} 
  กรณีที่ 1: r = 0 จะได้ว่า 3y + 5y ≡ 34h + 54h ≡ 1h + 1h ≡ 2 (mod 16) 
  กรณีที่ 2: r = 1 จะได้ว่า 3y + 5y ≡ 34h+1 + 54h+1 ≡ 3 ∙ 1h + 5 ∙ 1h ≡ 8 (mod 16) 
  กรณีที่ 3: r = 2 จะได้ว่า 3y + 5y ≡ 34h+2 + 54h+2 ≡ 32 ∙ 1h + 52 ∙ 1h ≡ 34 ≡ 2 (mod 16) 
  กรณีที่ 4: r = 3 จะได้ว่า 3y + 5y ≡ 34h+3 + 54h+3 ≡ 33 ∙ 1h + 53 ∙ 1h ≡ 152 ≡ 8 (mod 16) 
ดังนั้นจากท้ังสี่กรณีสรุปได้ว่า 3y + 5y ≡ 2, 8 (mod 16) 
 นอกจากน้ีจะขอน าเสนอสองทฤษฎีบทส าคัญทีจ่ะน าไปใช้หาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ กล่าวคือ 
 ทฤษฎีบท 3 (Mihăilescu’s Theorem) (Mihăilescu, 2004) สมการไดโอแฟนไทน์ ax − by = 1, เมื่อ a, b, x และ y เป็น
จ านวนเต็ม โดยที่ min{a, b, x, y} > 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (a, b, x, y) = (3, 2, 2, 3) 
 ทฤษฎีบท 4 (Chuayjan et al., 2023b) สมการไดโอแฟนไทน์ 3x − 5y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) 
สองผลเฉลย คือ (0, 0, 0) และ (2, 1, 2) 
 
4. ผลการวิจัย  
 ในหัวข้อนี้จะแสดงผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  2x − 15y = z2 และ 3x − 15y = z2 
ตามล าดับ 
 ทฤษฎีบท 5 สมการไดโอแฟนไทน์ 2x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) สี่ผลเฉลย คือ (0, 0, 0), 
(1, 0, 1), (4, 1, 1) และ (6, 1, 7) 
 พิสูจน์ ให้ x, y และ z เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่งท าให้ 

 2x − 15y = z2                                                                          (1) 
  กรณีที่ 1: y = 0 จากสมการ (1) จะได้ว่า 2x − 1 = z2 หรือ 2x − z2 = 1 
   กรณีที่ 1.1: x = 0 จะได้ว่า z2 = 0 ดังนั้น z = 0 นั่นคือ (x, y, z) = (0, 0, 0) 
   กรณีที่ 1.2: x = 1 จะได้ว่า z2 = 1 ดังนั้น z = 1 นั่นคือ (x, y, z) = (1, 0, 1) 

  กรณีที่ 1.3: x > 1 จะได้ว่า z2 > 1 ดังนั้น z > 1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจากทฤษฎีบท 3 
  ก รณ ี ที่  2:  y > 0 ด ั ง น ั ้ น  15y ≡ 0 (mod 3) แ ล ะ จ าก สมก า ร  ( 1)  จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  z2 ≡ (−1)x − 0 ≡

(−1)x(mod 3) สมมติว่า x เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น  z2 ≡ −1 ≡ 2 (mod 3) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะฉะนั้น x เป็นจ านวนคู่  
 ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ k ซึ่งท าให้ x = 2k และจากสมการ (1) จะได้ว่า 
                                                        (2k − z)(2k + z) = 3y ∙ 5y                                                                          (2) 

 ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ u และ v ซึ่งท าให้  
                                                                2k − z = 3u ∙ 5v                                                                      (3) 
 และ                                            2k + z = 3y−u ∙ 5y−v                                                                (4) 

 จากสมการ (3) และ สมการ (4) จะได้ว่า  
                                                        2k+1 = 3u ∙ 5v + 3y−u ∙ 5y−v                                                            (5) 

   กรณีที่ 2.1: u = 0 จากสมการ (5) จะได้ว่า  
                                                              2k+1 = 5v + 3y ∙ 5y−v                                                                    (6) 
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   กรณีที ่ 2.1.1: v = 0 จากสมการ (6) จะได้ว่า  2k+1 = 1 + 15y หรือ  2k+1 − 15y = 1 และเนื่องจาก
ทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า y = 1 ดังนั้น  2k+1 = 16  เพราะฉะนั้น  k = 3  ท าให้  x = 6  และจากสมการ (1) จะได้ว่า z = 7 นั่น
คือ (x, y, z) = (6, 1, 7)                                  
   กรณีที่ 2.1.2: y − v = 0 ดังนั้น y = v และจากสมการ (6) จะได้ว่า 

                                  2k+1 = 5y + 3y                                                                  (7) 
   ถ้า k = 0 จากสมการ (7) จะได้ว่า 2 = 5y + 3y ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก y > 0  
   ถ้า k = 1 จากสมการ (7) จะได้ว่า 4 = 5y + 3y ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก y > 0  
   ถ้า k = 2 ดังนั้น x = 4 และจากสมการ (7) จะได้ว่า 8 = 5y + 3y ดังนั้น y = 1 และจากสมการ (1) จะได้ว่า 
z = 1 นั่นคือ (x, y, z) = (4, 1, 1) 
   ถ้า k > 2 ดังนั้น 2k+1 ≡ 0 (mod 16) และจากสมการ (7) จะได้ว่า 5y + 3y ≡ 0 (mod 16) ซึ่งเป็นไป
ไม่ได้ เนื่องจากทฤษฎีบท 2 
   กรณีที่ 2.1.3: v > 0 และ y − v > 0 ดังนั้น 5|(5v + 3y ∙ 5y−v) จากสมการ (6) จะได้ว่า 5|(2k+1) 
ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 

 กรณีที่ 2.2: y − u = 0 ดังนั้น y = u และจากสมการ (5) จะได้ว่า 
                                        2k+1 = 3y ∙ 5v + 5y−v                                                            (8) 

พิสูจน์ในท านองเดียวกับกรณีที่ 2.1 จะได้ว่า (x, y, z) = (6, 1, 7) และ (x, y, z) = (4, 1, 1)                                                       
  กรณีที่ 2.3: u > 0 และ y − u > 0 ดังนั้น 3|(3u ∙ 5v + 3y−u ∙ 5y−v) จากสมการ (5) จะได้ว่า 3|(2k+1) 
ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ดังนั้นจากทั้งสองกรณีสรุปได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 2x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) สี่ผล
เฉลย คือ (0, 0, 0), (1, 0, 1), (4, 1, 1) และ (6, 1, 7) 
 จากทฤษฎีบท 5 สามารถน ามาพิสูจน์บทแทรกต่อไปนี้ 
  บทแทรก 6 สมการไดโอแฟนไทน์ 4x − 15y = z2มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) เพียงสามผลเฉลย คือ 
(0, 0, 0), (2, 1, 1) และ (3, 1, 7) 
  พิสูจน์ ให้ x, y และ z เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่งท าให้  4x − 15y = z2 หรือ  22x − 15y = z2  ดังนั้นจาก
ทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (x, y, z) ∈ {(0, 0, 0), (2, 1, 1), (3, 1, 7)}                                                        
  ทฤษฎีบท 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 3x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ผลเฉลยเดียว คือ 
(0, 0, 0) 
  พิสูจน์ ให้ x, y และ z เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่งท าให้ 

 3x − 15y = z2                                                                 (9) 
 และเนื่องจาก z2 ≥ 0 ดังนั้น 3x − 15y ≥ 0 และเนื่องจาก 3 < 15 เพราะฉะนั้น x > y  จะได้ว่า 
                                                         3y(3x−y − 5y) = z2                                                                   (10) 

 ต่อไปจะแสดงว่า gcd(3y, 3x−y − 5y) = 1 
ให้ gcd(3y, 3x−y − 5y) = d เพราะฉะนั้น d|3y และ d|(3x−y − 5y) จะได้ว่า มีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ u ซึ่งท าให้ 

d = 3u  ถ้า u > 0 เพราะฉะนั้น 3|d  และเนื่องจาก d|(3x−y − 5y) จะได้ว่า 3|(3x−y − 5y)  และจาก x > y ดังนั้น 3|3x−y 
จ ะ ไ ด ้ ว ่ า   3|5y  ซ ึ ่ ง เ ป ็ น ไ ป ไ ม ่ ไ ด ้  ด ั ง น ั ้ น  u = 0  น ั ่ น ค ื อ   d = 1 ห ร ื อ  gcd(3y, 3x−y − 5y) = 1 แ ล ะจาก 
gcd(3y, 3x−y − 5y) = 1 และสมการ (10) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ a และ b ซึ่งท าให ้z = ab และ 
                                                                      3y = a2                                                                             (11) 
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และ                                                    3x−y − 5y = b2                                                                       (12) 
จากสมการ (11) จะได้ว่า y เป็นจ านวนคู่ และจากสมการ (12) และทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า  x = 0 และ y = 0 
และจากสมการ (9) จะได้ว่า z = 0 นั่นคือ (x, y, z) = (0, 0, 0) 

จากทฤษฎีบท 7 สามารถน ามาพิสูจน์บทแทรกต่อไปนี้ 
  บทแทรก 8 สมการไดโอแฟนไทน์ 9x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ผลเฉลยเดียว คือ 
(0, 0, 0) 
  พิสูจน์ ให้ x, y และ z เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่งท าให้  9x − 15y = z2 หรือ  32x − 15y = z2 ดังนั้นจาก
ทฤษฎีบท 7 จะได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0)                                                        
 
5. อภิปรายผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ  
 ในงานวิจัยนี้ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) สี่ผลเฉลย คือ 
(0, 0, 0), (1, 0, 1), (4, 1, 1) และ (6, 1, 7) และสมการไดโอแฟนไทน์ 3x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
(x, y, z) เพียงผลเฉลยเดียว คือ (0, 0, 0) นอกจากนี้ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 4x − 15y = z2 มีผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่
เป็นลบ (x, y, z) สามผลเฉลย คือ (0, 0, 0), (2, 1, 1) และ (3, 1, 7) โดยในการพิสูจน์ดังกล่าวได้ใช้ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎี
จ านวน เช่น สมภาค จ านวนเฉพาะและตัวหารร่วมมาก เป็นต้น และส าหรับในการศึกษาครั้งต่อไป โจทย์ท่ีน่าสนใจ คือ การหาผลเฉลย
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ(x, y, z) ของสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูป nx − 15y = z2 เมื่อ n > 4 เป็นจ านวนเต็มบวก 
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