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1. บทน า   

     ในช่วงสบิปีทีผ่่านมา สมการไดโอแฟนไทนท์ีอ่ยู่ในรูป       

   เมือ่   และ   เป็นจ านวนเต็มบวกนัน้ ไดร้บัความสนใจในการหาผล

เฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (     ) อย่างมาก โดยในช่วงแรกจะ

ก าหนด   และ   เช่น          [1],            [2], 

          [3],           [4],            

[5] และ           [6] เป็นตน้ หลงัจากนัน้ไดม้กีารเพิม่เงือ่นไข 

  หรอื   ตวัอย่างเช่น ในปี ค.ศ. 2021 Tangjai and Chubthaisong 

[7] ไดศึ้กษาหาผลเฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์

         เมือ่   เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที ่    (     ) 

ผลก า ร วิจ ัย ส่ ว นหนึ่ ง  พบว่ า  ถ ้า      แล ้ว  (       )  

(       ) เป็นผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว 

และถา้   หารไม่ลงตวัดว้ย   แลว้ (       )  (       ) เป็น

ผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดียว ในปีเดียวกนั Mina 

and Bacani [8] ไดศึ้กษาผลเฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสมการ   

ไดโอแฟนไทน ์   (    )     เมือ่   และ      เป็น

จ านวนเฉพาะ โดยที ่    เป็นจ านวนเต็มบวก ต่อมาในปี ค.ศ. 2022 

Tadee [9] ไดห้าผลเฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสมการไดโอแฟน

ไทน ์   (    )     เมือ่   และ      เป็นจ านวน

เฉพาะ และพบว่า ถา้   เป็นจ านวนคู่ แลว้สมการไม่มผีลเฉลยและถา้   

เ ป็นจ านวน คู่  แล ว้สมการมีผล เฉลย เพียงผล เฉลย เดียว  คื อ 

(       )  (       ) 

      ในปี ค.ศ. 2023 Tadee and Thaneepoon [10] ไดศึ้กษาหาผล

เฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์         

เมือ่   เป็นจ านวนเฉพาะ ผลการวจิยัส่วนหนึ่งพบว่า ถา้     และ   

เป็นจ านวนคู่ แลว้สมการมผีลเฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (       ) 

คือ (       ),  (       ), (        ) และ (        ) 

ในขณะเดยีวกนั Mina and Bacani [11] ไดพ้สูิจนว์่า (       )  

(        ) เป็นผลเฉลยจ านวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียวของ

สมการไดโอแฟนไทน ์   (   )     เมือ่   เป็นจ านวน

เฉพาะคี่ และ       เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่    (      ) 

นอกจากนี้  Tadee and Siraworakun [12] ไดค้น้พบเงือ่นไขทีท่  าให ้

สมการไดโอแฟนไทน ์   (    )     เมื่อ     และ 

     เป็นจ านวนเฉพาะ ไม่มีผลเฉลยจ านวนเต็มบวก ต่อมามีนกั

คณิตศาสตร์พิจารณารูปแบบของสมการโดยเพิ่มสมัประสิทธิ์  เช่น 

Laipaporn, Wananiyakul and Khachorncharoenkul [13] ไดศึ้กษา

หาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์    

       เมื่อ   เป็นจ านวนเฉพาะ ในขณะที่ Thongnak, 

Chuayjan and Kaewong [14] ไดพ้สูิจนว์่า (     )  (      ) 

เป็นผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอ

แฟนไทน ์              

      นอกจากนี้  Tangjai, Chaeoueng and Phumchaichot [15]     

ไดศึ้กษาหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์

           เมื่อ   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ โดยที่   

      (     ) และเมือ่ไม่นานมานี้  ในปี ค.ศ. 2023 Tadee ได ้

ศึกษาหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์

(   )          เมื่อ   เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที ่

      (     ) [16] และสมการไดโอแฟนไทน์        

   เมือ่   และ   เป็นจ านวนเฉพาะทีแ่ตกต่างกนั [17] ในขณะเดยีวกนั 

Porto, Buosi and Ferreira [18] ไดศึ้กษาหาผลเฉลยจ านวนเต็มทีไ่ม่

เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์           เมื่อ   เป็น

จ านวนเฉพาะ  

      จากงานวิจยัดงักล่าวขา้งตน้ ท าใหผู้ว้ิจยัสนใจศึกษาหาผลเฉลย

จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (     ) ของสมการไดโอแฟนไทนใ์นรูปแบบ

ใหม่ กลา่วคอื 

(   )          

 

เมือ่   และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที ่          

 

2. ความรูพ้ื้นฐาน   

     ส าหรบัการศึกษาหาผลเฉลยจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอ

แฟนไทนน์ัน้ ในที่นี้จะใชค้วามรูพ้ื้นฐานเกี่ยวกบัทฤษฎจี านวน กล่าวคือ 

สมภาค (Congruence) และส่วนตกคา้งก าลงัสอง (Quadratic 

residue) ดงันัน้ก่อนอื่นจะขอทบทวนบทนิยามและทฤษฎบีทที่เกี่ยวขอ้ง 

ดงัต่อไปนี้  

บทนิยาม 1 ([19], p. 63) ให ้  เป็นจ านวนเตม็บวก จะกลา่ววา่ สอง

จ านวนเตม็   และ   สมภาค หรอื คอนกรูเอนซ ์มอดุโล   เขยีนแทน

ดว้ย     (     ) เมือ่   หาร     ลงตวั 

ทฤษฎบีท 1 ([19], p. 65) ให ้    และ         เป็นจ านวนเตม็ 

จะไดว้า่ 

1)     (     ) 

2) ถา้     (     ) แลว้     (     ) 

3) ถา้     (     ) และ     (     )  

แลว้     (     ) 

4) ถา้     (     ) และ     (     )  

แลว้         (     ) และ       (     ) 

5) ถา้     (     ) แลว้         (     ) และ 

      (     ) 
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6) ถา้     (     ) แลว้       (     )  

เมือ่   เป็นจ านวนเตม็บวก 

ทฤษฎบีท 2 ถา้   เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบแลว้    

   (     ) 

พสูิจน์ จาก   เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ ดงันัน้ โดยข ัน้ตอนวธิกีารหาร 

(The division algorithm) จะไดว้า่ มจี  านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ   และ   

ซึง่ท  าให ้       โดยที ่  *       + 

กรณีที่ 1:     จะไดว้า่     (     )  

ดงันัน้          (     ) 

กรณีที่ 2:     จะไดว้า่     (     )  

ดงันัน้          (     ) 

กรณีที่ 3:     จะไดว้า่     (     )  

ดงันัน้          (     ) 

กรณีที่ 4:     จะไดว้า่     (     )  

ดงันัน้          (     ) 

ดงันัน้จากท ัง้สีก่รณีสรุปไดว้า่        (     ) 

บทนิยาม 2 ([19], p. 171) ให ้   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 

   (   )    ถา้     (     ) มผีลเฉลย แลว้จะเรยีก   

วา่ เป็นส่วนตกคา้งก าลงัสองของ   และ ถา้     (     ) ไม่มี

ผลเฉลย จะเรยีก   วา่ ไม่เป็นส่วนตกคา้งก าลงัสองของ   

ทฤษฎบีท 3 (Euler’s criterion) ([19], p. 171) ให ้  เป็นจ านวนเฉพาะ

คี่ และ    (   )    จะไดว้า่   เป็นส่วนตกคา้งก าลงัสองของ       

กต่็อเมือ่  (   )    (     ) 

บทนิยาม 3 ([19], p. 147) ให ้    และ    (   )    จะไดว้า่ 

อนัดบัของ    มอดุโล   (Order of   modulo   ) คอืจ านวนเตม็

บวกทีน่อ้ยทีสุ่ด   ซึง่ท  าให ้    (     ) เขยีนแทน   ดงักลา่ว

ดว้ย       

ทฤษฎบีท 4 ให ้  เป็นจ านวนเฉพาะคี่และ    (   )    จะไดว้า่ 

ถา้           แลว้  (   )     (     ) 

พสูิจน์ ให ้           เพราะฉะนัน้  
     (     )    

จะไดว้า่   ( (   )    )( (   )    ) และเนื่องจาก   เป็น

จ านวนเฉพาะ ดงันัน้   ( (   )    ) หรอื   ( (   )    ) 

      สมมตวิา่   ( (   )    ) ดงันัน้  (   )   

 (     ) ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้ เพราะ           และ (  

 )       ดงันัน้   ( (   )    ) นัน่คอื  (   )   

  (     ) 

      นอกจากนี้จะน าเสนอทฤษฎบีทที่มบีทบาทส าคญัในการหาผลเฉลย

ของสมการไดโอแฟนไทน ์กลา่วคอื 

ทฤษฎบีท 5 (Mihăilescu’s Theorem) [20]  

สมการไดโอแฟนไทน ์        เมือ่       และ   เป็นจ านวน

เตม็ โดยที ่   *       +    มผีลเฉลยเพยีงผลเฉลยเดยีว คอื 

(       )  (       )  

3. เน้ือหาหลกั (Main Results)  

ทฤษฎบีท 6 ให ้   และ   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ทีแ่ตกต่างกนัโดยที ่

    จะไดว้า่ ถา้สมการไดโอแฟนไทน ์ 

                                                            (1) 

มผีลเฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ (     ) แลว้   เป็นจ านวนคี่ 

พสูิจน์ ให ้    และ   เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของ

สมการ (1) สมมตวิา่   เป็นจ านวนคู่ ดงันัน้จะมจี านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ 

  ซึง่ท  าให ้     เพราะฉะนัน้จากสมการ (1) จะไดว้า่ 

                                                        (2) 

(    )(    )                                      (3) 

และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ ดงันัน้    (    )    

เพราะฉะนัน้ จากสมการ (3) จะมจี านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ     และ 

    ซึง่ท  าให ้

                                                          (4) 

                                                       (5) 

และจากสมการ (4) และ (5) จะไดว้า่ 

                                                 (6) 

ถา้     จะไดว้า่                  เพราะฉะนัน้             

ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้เนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ 

ถา้     จะไดว้า่                 ดงันัน้           

ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้เนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ 

ดงันัน้     จะไดว้า่                  ท าให ้                                   

                                                          (7) 

ถา้       และ     จะไดว้า่      ซึง่เป็นไปไม่ได ้เนื่องจาก 

  และ   เป็นจ านวนเฉพาะทีแ่ตกต่างกนั เพราะฉะนัน้       

หรอื     
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กรณีที่ 1:       ดงันัน้     และจากสมการ (7) จะไดว้า่ 

        ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้จาก      แต่        

กรณีที่ 2:     จากสมการ (7) จะไดว้า่ 

          หรอื                                      (8) 

      กรณีที ่ 2.1:     จากสมการ (8) จะไดว้า่      ซึง่เป็นไป

ไม่ได ้ 

      กรณีที ่ 2.2:     จากสมการ (8) จะไดว้า่        และ

จาก     ดงันัน้     เพราะฉะนัน้     ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้

เนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ 

      กรณีที ่2.3:      

            กรณีที ่ 2.3.1:     จากสมการ (8) จะไดว้า่           

ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้เพราะ   เป็นจ านวนเฉพาะคี่ 

            กรณีที ่ 2.3.2:     จากสมการ (8)จะไดว้า่       

  ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้ เนื่องจาก  ,   เป็นจ านวนคี่ และ     

เพราะฉะนัน้      เป็นจ านวนคู่ 

            กรณีที ่2.3.3:     จากสมการ (8) และทฤษฎบีท 5 จะได ้

วา่     ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้เนื่องจาก   เป็นจ านวนคี่ 

ทฤษฎบีท 7 ให ้  และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที ่      

    จะไดว้า่ สมการไดโอแฟนไทน ์ 

(   )                                                  (9) 

มผีลเฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดยีว คอื (     )  

(     ) เมือ่     และไม่มผีลเฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ เมือ่ 

    

พสูิจน์ ให ้    และ   เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของ

สมการ (9) เนื่องจาก   และ     เป็นจ านวนเฉพาะ ดงันัน้   และ 

    เป็นจ านวนเฉพาะคี่ทีแ่ตกต่างกนั เพราะฉะนัน้ จากทฤษฎบีท 6 

จะไดว้า่   เป็นจ านวนคี่ 

กรณีที่ 1:     จากสมการ (9) จะไดว้า่ 

(   )        (   )(   )                   (10) 

และเนื่องจาก     เป็นจ านวนเฉพาะ ดงันัน้จะมจี านวนเตม็ทีไ่ม่เป็น

ลบ   ซึง่ท  าให ้ 

     (   )                                                (11) 

     (   )                                               (12) 

จากสมการ (11) และ (12) จะไดว้า่       หรอื       

และ                                                                     

  (   ) ,(   )     -                              (13) 

และจาก     เป็นจ านวนเฉพาะคี่ ดงันัน้ (   )    เพราะฉะนัน้ 

    จะไดว้า่ 

  (   )    หรอื (   )                          (14) 

ดงันัน้     และ     เพราะฉะนัน้จากสมการ (9) จะไดว้า่ 

    นัน่คอื (     )  (     ) เมือ่     

กรณีที่ 2:     ดงันัน้       (     ) และเนื่องจาก 

(   )    (     ) เพราะฉะนัน้  

(   )         (     ) 

และจากสมการ (9) จะไดว้า่       (     ) 

ดงันัน้    เป็นส่วนตกคา้งก าลงัสองของ   และโดยทฤษฎบีท 3 จะไดว้า่  

(  )(   )    (     ) หรอื ( (   )  )
 
  (     ) 

และจาก           ดงันัน้จากทฤษฎบีท 4 จะไดว้า่  

 (   )     (     ) 

เพราะฉะนัน้ (  )   (     ) ดงันัน้   เป็นจ านวนคู่ ซึง่เป็นไป

ไม่ได ้เนื่องจาก   เป็นจ านวนคี่ 

บทแทรก 8 สมการไดโอแฟนไทน ์            มผีลเฉลย

จ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดยีว คอื (     )  (     )   

พสูิจน์ จาก   และ   เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที ่         ดงันัน้ 

จากทฤษฎบีท 7 จะไดว้า่ สมการไดโอแฟนไทน ์           มี

ผลเฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดยีว คอื (     )  

(     )   

บทแทรก 9 สมการไดโอแฟนไทน ์             ไม่มผีลเฉลย

จ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ 

พสูิจน์ จาก   และ   เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที ่         ดงันัน้ 

จากทฤษฎบีท 7 จะไดว้า่ สมการไดโอแฟนไทน ์             

ไม่มผีลเฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ 

      นอกจากนี้จะยกตวัอย่างการพสูิจนใ์นกรณีที ่   และ     เป็น

จ านวนเฉพาะ แต่           กลา่วคอื      เพราะฉะนัน้ 

       และ          ดงันี้ 

ทฤษฎบีท 10 สมการไดโอแฟนไทน ์               ไม่มผีล

เฉลยจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ 

พสูิจน์ สมมตวิา่มจี  านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ     และ   ซึง่ท  าให ้

                                                          (15) 
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จากทฤษฎบีท 6 จะไดว้า่   เป็นจ านวนคี่ ดงันัน้     (  )  

    (     ) และเนื่องจาก        (     ) จะไดว้า่ 

               (     ) และจากสมการ (15) 

ดงันัน้     (     ) ซึง่เป็นไปไม่ได ้เนื่องจากทฤษฎบีท 2  
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