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บทคัดย่อ 

 การศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ได้รับความสนใจอย่างกว้างขวางจากนักคณิตศาสตร์และนักวิจัย สมการ
ไดโอแฟนไทน์รูปแบบที่ได้รับความสนใจศึกษากันเป็นอย่างมาก คือ สมการเลขช้ีก าลังทีอ่ยู่ในรูป 2x ya b z+ =  เมื่อ 

,a b  เป็นจ านวนเต็มบวก และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ หรือสนใจศึกษากรณีที่ , , , ,a b x y z  เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบที่สอดคล้องกับเงื่อนไขบางประการ ต่อมาผู้วิจัยได้เริ่มหันมาศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ใน
รูปแบบ 2x ya b z− =  โดยที่ , , , ,a b x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่มีสมบัติบางประการ ซึ่งส่วนใหญ่มักพิจารณา
ในกรณี ,a b  เป็นจ านวนเฉพาะ ในงานวิจัยนี้สนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวน
เฉพาะ และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่ 4x y+   ส าหรับการศึกษานี้อาศัยความรู้ทางทฤษฎีจ านวน 
จ านวนเฉพาะ สมภาค โดยแบ่งการพิจารณาเป็น 3 กรณี ได้แก่ กรณี 0x =  กรณี 0y =  และกรณี 0 4x y +   
ผลจากการศึกษาพบว่า กรณี 0x =  หรือ 0y =  สมการนี ้ม ีผลเฉลย คือ ( , , , ) ( , 0, 0, 0)p x y z p=  ส ่วนกรณี 
0 4x y +   พบว่า สมการนี้มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  ที ่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมด 13 ผลเฉลย และใน
ตอนท้ายยังได้พิจารณากรณ ีx  เป็นจ านวนเต็มคู่ ซึ่งพบผลเฉลย ( , , , )p x y z  เพิ่มขึ้นอีก 1 ผลเฉลย คือ (2, 4,13,112)  
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์; จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ; จ านวนเฉพาะ 
 

ABSTRACT 
 The study of Diophantine equations has attracted substantial attention from 
mathematicians and researchers. A prominent form of the exponential equation 2x ya b z+ =  where 

,a b  are positive integers and , ,x y z  are non- negative integers, or , , , ,a b x y z  are non- negative 
integers satisfying certain additional constraints. More recently, research interest has shifted towards 
the form of Diophantine equation, namely 2x ya b z− = under various conditions imposed on non-
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negative integers , , ,a b x y  and z , frequently with a  and b  are prime numbers.  In this study, we 
focus on the Diophantine equation 212x yp z− =  where p  is a prime number and , ,x y z  are non-
negative integers with 4x y+  .  The investigation relies on concepts of number theory, prime 
number, congruence and we have divided into three cases, 0,x = 0y =  and 0 4x y +  .  The 
results of this study show that in the case 0x =  or 0y = , the solution is ( , , , ) ( , 0, 0, 0)p x y z p= .  For 
the case 0 4x y +  , the equation has exactly 13 non- negative integers solutions ( , , , )x y z p . 
Furthermore, the study extends its consideration to cases where x  is an even integer, revealing an 
additional solution : ( , , , ) (2, 4,13,112)p x y z = . 
 
Keywords: Diophantine equation; non-negative integer; prime number 
 

1. บทน า 
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นหัวข้อวิจัยที่มีผู ้ให้ความสนใจศึกษากันเป็นจ านวนมาก มีการศึกษาวิจัย
มากมายเพื่อแสดงวิธีการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ในรูปแบบต่าง ๆ เช่น ในปี ค.ศ. 2012 Sroysang [1] 
ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 23 5x y z+ =  ซึ่งผลจากการศึกษาพบว่าสมการนี้มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (1, 0,2)  ในปีถัดมา [2] เขาได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 25 7x y z+ =  ไม่
มีผลเฉลย , ,x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้นในปีต่อมา [3] เขายังได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ใน
รูปแบบคล้ายกัน คือ 23 45x y z+ =  ซึ่งเขาพบว่าสมการนี้มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวเท่าน้ัน คือ ( , , ) (1, 0,2)x y z =  
ในปีเดียวกันนี้ [4] เขายังได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 25 43x y z+ =  โดยเขาได้แสดงว่าสมการนี้ไม่มีผลเฉลย 

, ,x y z  ที ่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จากที่กล่าวมาจะเห็นได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ข้างต้นจะอยู่ในรูปแบบ 
2x yq p z+ =  โดยที่ p  และ q  เป็นจ านวนเฉพาะที่มีค่าแตกต่างกันไป  

 ในปี ค.ศ. 2018 Fergy และ Rabago [5] ได้หาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ในรูปแบบอื่นที่ต่าง
จากเดิม คือ สมการ 24 3x yp z− =  เมื่อ 3(mod 4)p  เป็นจ านวนเฉพาะ พวกเขาพบว่าสมการนี้มีผลเฉลยที่เป็น

จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง 2 ผลเฉลยเท่านั้น คือ ( , , ) (0, 0, 0),(1, 0,1)x y z =  ต่อมาปี ค.ศ. 2019 Thongnak, 
Chuayjang และ Kaewong [6] ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 22 3x y z− =  พวกเขาพบว่าสมการนี้มีผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง 3 ผลเฉลยเท่านั้น คือ ( , , ) (0, 0, 0),(1, 0,1)x y z =  และ (2,1,1)  ในปี ค.ศ. 2021 
Thongnak, Chuanyjan และ Kaewong [7] ได้พิสูจน์ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 27 5x y z− =  มีผลเฉลย ( , , )x y z  
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (0, 0, 0)  และในปี ค.ศ. 2023 Tadee [8] ได้แสดงการหาผล
เฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 23 2x y z− =  และ 23x yp z− =  โดยที่ p  เป็นจ านวนเฉพาะที่มีสอดคล้องเงื่อนไข
บางประการ ได้แก่ กรณี 1(mod 3),p  กรณี 2(mod 3)p  และ y  เป็นจ านวนเต็มคู่ , กรณี 29(mod 60)p  , 

กรณี 5(mod12)p   และมีจ านวนเฉพาะ 2, 3q   ที่ท าให้ 1(mod )p q − , กรณี 11(mod12)p  และ x  เป็น

จ านวนเต็มคู่ ซึ่งสังเกตได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ที่ศึกษามาแล้วนั้นอยู่ในรูป 2x yq p z− =  โดยที่ p  และ q  เป็น
จ านวนเฉพาะ 
 ส าหรับงานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวน
เฉพาะ ,x y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที ่ 4x y+   ซึ่งเป็นสมการไดโอแฟนไทน์ที่ยังไม่เคยมีการศึกษามา
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ก่อน ในการพิจารณาหาผลเฉลยทั้งหมดของสมการนี้อาศัยความรู้พื้นฐานของทฤษฎีจ านวนและบทตั้งซึ่งจะได้พิสูจน์
ไว้ในหัวข้อถัดไปมาช่วยในการพิจารณาร่วมด้วย นอกจากนี้ในการศึกษาครั้งนี้ยังเป็นการขยายรูปแบบสมการไดโอ
แฟนไทน ์ 2x yq p z− =  โดยที่ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ q  ไม่จ าเป็นต้องจ านวนเฉพาะเท่านั้นอีกด้วย 
 

2. ความรู้พ้ืนฐาน 
 การศึกษาและบทพิสูจน์ในบทความวิจัยนี้อาศัยความรู้พื้นฐานของทฤษฎีจ านวน ทฤษฎีบทของมิไฮเลส
คู (Mihailescu’s Theorem) และสมบัติบางประการซึ่งได้กล่าวไว้ในทฤษฎีบทรวมถึงบทตั้งดังต่อไปนี ้
บทนิยาม 2.1. [9] ให้ n  เป็นจ านวนเต็มบวก จะกล่าวว่าจ านวนเต็ม a  สมภาค (congruent) กับ b  มอดุโล n  
แทนด้วย (mod )a b n  ถ้า n  หาร a b−  ลงตัว น่ันคือ a b kn− = ส าหรับบางจ านวนเต็ม k   

ทฤษฎีบท 2.2. [9] ให้ , , , ,a b c d n  เป็นจ านวนเต็ม และ 0n   จะได้ว่า 
 (1) (mod )a a n   

 (2) ถ้า (mod )a b n  แล้ว (mod )b a n  

 (3) ถ้า (mod )a b n และ (mod )b c n แล้ว (mod )a c n  
 (4) ถ้า (mod )a b n และ (mod )c d n แล้ว (mod )a c b d n+  + และ (mod )ac bd n  

 (5) ถ้า (mod )a b n แล้ว (mod )a c b c n+  + และ (mod )ac bc n  

 (6) ถ้า (mod )a b n  แล้ว (mod )k ka b n ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก k   

สังเกตเห็นได้ว่าจากทฤษฎีบท 2.2. ข้อ (6) จะเห็นได้ว่า ถ้า 0k =  แล้ว 1k ka b= =  ท าให้ได้ 1 1(mod )n  ดังนั้น
ข้อ (6) เป็นจริงส าหรับทุก ๆ k  ทีเ่ป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  

ทฤษฎีบท 2.3. ทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู (Mihailescu’s Theorem) [10] สมการ 1x ya b− =  เมื่อ , , ,a b x y  เป็น
จ านวนเต็มที่ min( , , , ) 1a b x y   มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ ( , , , ) (3,2,2, 3)a b x y =   
 นอกจากบทนิยามและทฤษฎีบทข้างต้นนี้แล้ว เรายังอาศัยบทตั้งต่อไปนี้ช่วยในการพิจารณาหาผลเฉลย
ของสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  อีกด้วย ส าหรับการพิสูจน์บทตั้งได้แสดงไว้ ดังนี ้
บทต้ัง 2.4. ถ้า a  เป็นจ านวนเต็ม แล้ว 2 0,1(mod 3)a    

พิสูจน์  ให้ a  เป็นจ านวนเต็ม จะได้ว่า 3a q r= +  ส าหรับบางจ านวนเต็ม q  และ r  โดยที่ 0 3r   นั่นคือ 
3a r q− =  หรือ (mod 3)a r   

 ถ้า 0r =  แล้ว 0(mod 3)a   โดยทฤษฎีบท 2.2. ข้อ (6) ท าให้ได้ว่า 2 0(mod 3)a   

 ถ้า 1r =  แล้ว 1(mod 3)a   โดยทฤษฎีบท 2.2. ข้อ (6) ท าให้ได้ว่า 2 1(mod 3)a   

 ถ้า 2r =  แล้ว 2(mod 3)a   โดยทฤษฎีบท 2.2. ข้อ (6) ท าให้ได้ว่า 2 4 1(mod 3)a    

ดังนั้น 2 0,1(mod 3)a   

 
3. ผลการวิจัย 

 พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 
     212x yp z− =        (1) 
เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะและ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
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ในการศึกษาเราได้แบ่งการพิจารณาผลเฉลยของสมการ (1) ออกเป็น 3 กรณี ได้แก่ กรณี 0x =  กรณี 0y =  และ
กรณี 0 4x y +   ส าหรับกรณีแรก เมื่อแทน 0x =  ลงในสมการ (1) ได้สมการไดโอแฟนไทน์ 21 yp z− =  จาก
การศึกษาพบว่าสมการนี้มีผลเฉลยเป็น ( , , ) ( , 0, 0)p y z p=  ซึ่งได้พิสูจน์ไว้ในทฤษฎีบท 3.1. ถ้าแทน 0y =  ลงใน

สมการ (1) จากการศึกษาพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 212 1x z− =  มีผลเฉลย คือ ( , ) (0, 0)x z =  โดยได้แสดงไวใ้น
ทฤษฎีบท 3.2. ส าหรับกรณีสุดท้ายท าการหาผลเฉลยของสมการ (1) ภายใต้เงื่อนไข 0 4x y +   โดยแบ่งกรณี
ย่อยอีก 3 กรณี คือ 1, 2x x= =  และ 3x =  ซึ่งได้แสดงไว้ในทฤษฎีบท 3.3. 

ทฤษฎีบท 3.1. สมการไดโอแฟนไทน์ 
     21 yp z− =      (2) 

เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ ,y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ มีผลเฉลย คือ ( , , ) ( , 0, 0)p y z p=   

พิสูจน์  ให้ y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ เนื่องจาก p  เป็นจ านวนเฉพาะ จึงท าให้ 1 0yp−   แต่ 2 0z   
จึงได้ว่า 1 0yp− =  ซึ่งท าให้ได้ 0y =  และ 0z =  ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (2) คือ ( , , ) ( , 0, 0)p y z p=  เมื่อ p  
เป็นจ านวนเฉพาะ 

 ต่อไปพิจารณา 0y =  เมื่อแทนลงในสมการ (1) จะได้สมการไดโอแฟนไทน์ 212 1x z− =  ผลการศึกษา
พบว่า สมการนี้มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวซึ่งได้พิสูจน์ไว้ในทฤษฎีบทถัดไป 
ทฤษฎีบท 3.2. สมการไดโอแฟนไทน์ 

     212 1x z− =      (3) 
เมื่อ ,x z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ ( , ) (0, 0)x z =   
พิสูจน์  ให้ x  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ถ้า 1x   เนื่องจาก 12 0(mod 3) ท าให้ 12 0(mod 3)x  ด้วย 

และได้ว่า 12 1 1 2(mod 3)x −  −   จึงได้ 2 2(mod 3)z  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้งกับบทตั้ง 2.4. ดังนั้น 0x =  เมื่อแทน

ลงสมการ (3) ท าให้ได้ 0z =  ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (3) คือ ( , ) (0, 0)x z =   
 ส าหรับทฤษฎีบท 3.3. ได้จากการพิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =   เมื ่อ , ,x y z  เป็น
จ านวนเต็มบวกภายใต้เงื่อนไข 4x y+   ผลจากการศึกษาพบว่า สมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมด 13 ผลเฉลยด้วยกัน 
โดยได้แสดงวิธีการหาผลเฉลยไว้ในทฤษฎีบทต่อไป 
ทฤษฎีบท 3.3. สมการไดโอแฟนไทน์ (1) โดยที่ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มบวกท่ี 4x y+   มีผลเฉลย คือ 

( , , , ) (3,1,1, 3),(11,1,1,1),(2,1, 3,2),(23,2,1,11),(1607, 3,1,11),(1559, 3,1,13),(1439, 3,1,17),

(1367, 3,1,19),(1103, 3,1,25),(887, 3,1,29),(503, 3,1, 35),(359, 3,1, 37),(47, 3,1, 41)

p x y z =
 

พิสูจน์  ให้ ,x y  และ z  เป็นจ านวนเต็มบวก เนื่องจาก 4x y+   จึงสามารถแบ่งการพิจารณาออกเป็น 3 กรณี
ใหญ่ ๆ ได้แก่ 1, 2x x= =  และ 3x =   

กรณี 1  1x =  แทนลงในสมการ (1) จะได้ 
     212 yp z− =       (4) 

เนื่องจาก 2 0z   ท าให้ 12 0yp−   หรือ 12yp   แบ่งพิจารณาเป็น 3 กรณีย่อย ได้แก่ 1, 2y y= =  และ 3y =   

กรณี 1.1. 1y =  จาก 12p   ได้ว่าจ านวนเฉพาะ p  ที ่เป็นไปได้ คือ 2, 3,5,7  และ 11  แต่กรณี 
2,5,7p =  ท าให้ z  ไม่เป็นจ านวนเต็ม ส าหรับ 3p =  เมื่อแทนลงในสมการ (4) จะได้ 3z =  และถ้า 11p =  เมื่อ

แทนลงในสมการ (4) ท าให้ได้ 1z =  ดังนั้นผลเฉลยของกรณีนี้ คือ ( , , , ) (3,1,1, 3), (11,1,1,1)p x y z =   
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กรณี 1.2. 2y =  จาก 2 12p   ได้ว่าจ านวนเฉพาะ p  ที ่เป็นไปได้ คือ 2  และ 3  เมื ่อแทนลงใน

สมการ (4) ท าให้ได้ 2 8z =  และ 3  ตามล าดับ ซึ่งท าให้ z  ไม่เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นกรณีนี้จึงไม่มีผลเฉลย 
กรณี 1.3. 3y =  จาก 3 12p   ได้ว่าจ านวนเฉพาะ p  ทีเ่ป็นไปได้มีเพียงจ านวนเดียว คือ 2p =  เมื่อ

แทนลงในสมการ (4) ท าให้ได้ 2z =  ดังนั้นผลเฉลยในกรณีนี้ คือ ( , , , ) (2,1, 3,2)p x y z =   
ดังนั้นส าหรับกรณี 1x =  สรุปได้ว่าสมการ (1) มีผลเฉลยเป็น ( , , , ) (3,1,1, 3), (11,1,1,1), (2,1, 3,2)p x y z =  

กรณี 2  2x =  เมื่อแทนลงในสมการ (1) จะได้ 2 212 yp z− =  ท าให้ 2 212 (12 )(12 )yp z z z= − = − +  จึงได้ว่ามี
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 0 u v y    ที ่ท าให้ 12 uz p− =  และ 12 vz p+ =  โดยที่ y u v= +  และเนื่องจาก 
3 2 4y +   จึงสามารถแบ่งการพิจารณาได้อีก 2 กรณีย่อย ดังนี้  
 กรณี 2.1. 1y =  ท าให้ 0u =  จะได้ 11z =  และ 23p =   

 กรณี 2.2. 2y =  ท าให้ 0u =  เช่นกัน จึงได้ 2v =  และยังได้ว่า 2 1 (12 ) (12 ) 24p z z+ = + + − =  ท า
ให้ 2 23p =  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้นในกรณีนี้สมการ (1) มีผลเฉลย คือ ( , , , ) (23,2,1,11)p x y z =   
กรณี 3 3x =  เนื ่องจาก 4x y+   ท าให้ได้ 1y =  เมื ่อแทนลงในสมการ (1) จะได้ว่า 3 212p z= −  ดังนั้น 

2 1726z   นั่นคือ 1 41z   ซึ่งพบว่า ( , )p z  ที่สอดคล้องกับสมการ (1) ได้แก่ (1607,11), (1559,13), (1439,17),

(1367,19), (1103,25), (887,29), (503, 35), (359, 37)  และ (47, 41)  ดังนั้นผลเฉลย ( , , , )p x y z  ทั้งหมดของสมการ 
(1) ส าหรับกรณีนี้ ได้แก่ (1607, 3,1,11), (1559, 3,1,13), (1439, 3,1,17), (1367, 3,1,19), (1103, 3,1,25), (887, 3,1,29),

(503, 3,1, 35), (359, 3,1, 37)  และ (47, 3,1, 41)  
 ผลที่ได้จากทฤษฎีบท 3.1.-3.3. ท าให้เราสามารถหาผลเฉลย ( , , , )p x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
ทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ (1) เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ 4x y+   ได้ซึ่งแสดงไว้ในทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 3.4. สมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่
เป็นลบที่ 4x y+   มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  คือ ( , 0, 0, 0),(3,1,1, 3),(11,1,1,1),(2,1, 3,2), (23,2,1,11),p (1607, 3,1,11),

(1559, 3,1,13),(1439, 3,1,17),(1367, 3,1,19),(1103, 3,1,25),(887, 3,1,29),(503, 3,1, 35),(359, 3,1, 37),(47, 3,1, 41)  
พิสูจน์  ให้ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่ 4x y+   เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ แบ่งพิจารณาเป็น 3 กรณี
ดังนี ้
กรณี 1 0x =  อาศัยทฤษฎีบท 3.1. ได้ว่า สมการนี้มีผลเฉลย คือ ( , , , ) ( , 0, 0, 0)p x y z p=  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ 
กรณี 2 0y =  อาศัยทฤษฎีบท 3.2. ได้ว่า สมการนี้มีผลเฉลย คือ ( , , , ) ( , 0, 0, 0)p x y z p=  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ 
เช่นกัน 
กรณี 3 , 0x y   และ 4x y+   โดยทฤษฎีบท 3.3. ได้ว่าสมการนี้มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  ทั้งหมด 13 ผลเฉลย คือ 

(3,1,1, 3),(11,1,1,1),(2,1, 3,2),(23,2,1,11),(1607, 3,1,11),(1559, 3,1,13),(1439, 3,1,17),(1367, 3,1,19),(1103, 3,1,25),

(887, 3,1,29),(503, 3,1, 35),(359, 3,1, 37)  และ (47, 3,1, 41)  
 นอกจากนี้เรายังพบว่า ส าหรับกรณี 1x =  ท าให้ 12yp   ส าหรับทุก ๆ 4y   จึงได้ว่าสมการไดโอ
แฟนไทน์ 212x yp z− =  ไม่มีผลเฉลย ซึ่งแสดงไว้ในบทแทรก 3.5. 
บทแทรก 3.5.  สมการไดโอแฟนไทน์ 212 yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ ไม่มีผลเฉลย ,y z  ที่เป็นจ านวนเต็ม
บวก ถ้า 4y   
พิสูจน์  เนื่องจาก 4y   ท าให้ 12yp   จึงได้ 12 0yp−   ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้นสมการนี้จึงไม่มีผลเฉลย 
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บทแทรก 3.6. สมการไดโอแฟนไทน์ 212 yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ ,y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบ มีผลเฉลย ( , , )p y z  คือ (3,1, 3),(11,1,1)  และ (2, 3,2)  

พิสูจน์  ถ้า 0y =  แล้วจะได้ 2 11z =  ท าให้ z  ไม่เป็นจ านวนเต็ม ส าหรับ 0 4y   โดยทฤษฎีบท 3.3. ได้ว่า
สมการ 212 yp z− =  มีผลเฉลย ( , , )p y z  เป็น (3,1, 3),(11,1,1)  และ (2, 3,2)  และถ้า 4y   โดยบทแทรก 3.5. ได้
ว่า สมการนี้ไม่มีผลเฉลย ดังน้ันผลเฉลยทั้งหมดของสมการ 212 yp z− =  คือ ( , , ) (3,1, 3),(11,1,1),(2, 3,2)p y z =  
 ส าหรับกรณี 2x =  และ 2y   พบว่า ( , , ) (2, 7, 4)p y z =  เป็นอีกหนึ่งผลเฉลยของสมการไดโอแฟน
ไทน์ 2 212 yp z− = ด้วยดังได้แสดงไว้ในบทแทรก 3.7. 
บทแทรก 3.7.  สมการไดโอแฟนไทน์ 2 212 yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ มีผลเฉลย ( , , )p y z  ที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (2, 7, 4)  และ (23,1,11)   

พิสูจน์  ถ้า 0y =  แล้วจะได้ 2 143z =  ซึ่งท าให้ z  ไม่เป็นจ านวนเต็ม จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น 0y   จากสมการ 
2 212 yp z− =  ได้ว่า 2 212 (12 )(12 )yp z z z= − = − +  จึงได้ว่า 12 uz p− =  และ 12 vz p+ =  ส าหรับบางจ านวน

เต็มที่ไม่เป็นลบ u v y    โดยที่ y u v= +  แบ่งพิจารณาเป็น 2 กรณี  
กรณี 1 0u =  จากทฤษฎีบท 3.3. ได้ว่า ( , , ) (23,1,11)p y z =  เป็นผลเฉลยของสมการ 2 212 yp z− =   
กรณี2 1u   เนื่องจาก 12 uz p− =  และ 12 vz p+ =  ท าให้ได้ 24 (12 ) (12 ) (1 )u v u v uz z p p p p −= − + + = + = +  
นั่นคือ 32 3 (1 )u v up p − = +  พบว่าจ านวนเฉพาะ p  ที่เป็นไปได้คือ 2  และ 3  ถ้า 3p =  ท าให้ได้ 1u =  และ 

1 8v up −+ =  ซึ่งจะได้ 13 7v− =  เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น 2p =  จะท าให้ 3u =  และ 31 2 3v−+ =  ซี่งจะได้ 4v =  
และได้ว่า 7, 4y z= =  ดังนั้นส าหรับกรณี 1u   สมการนี้มีผลเฉลยเป็น ( , , ) (2, 7, 4)p y z =   

จากท้ัง 2 กรณีจึงสรุปได้ว่า สมการ 2 212 yp z− =  มีผลเฉลย ( , , )p y z ทั้งหมด คือ (2, 7, 4)  และ (23,1,11)  
 และท้ายนี้เราได้พิจารณาเพิ่มเติมในกรณี x  เป็นจ านวนเต็มคู่ พบว่า ( , , , ) (2, 4,13,112)p x y z =  เป็น
อีกหนึ่งผลเฉลยของสมการ (1) ด้วย เมื่ออาศัยผลจากทฤษฎีบท 3.1-3.3. รวมถึงบทตั้ง 3.7. จะได้ว่า สมการ (1) มี
ผลเฉลย ( , , , )p x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ คือ ( , 0, 0, 0),(23,2,1,11)p และ (2, 4,13,112)  เมื่อ p  เป็นจ านวน
เฉพาะ โดยได้แสดงไว้ในทฤษฎีบท 3.8. 
ทฤษฎีบท 3.8. ให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ถ้า x  เป็นจ านวนเต็มคู่ แล้ว 
สมการไดโอแฟนไทน์ (1) มีผลเฉลยเป็น ( , , , ) ( , 0, 0, 0),(23,2,1,11),(2, 4,13,112)p x y z p=  
พิสูจน์  เนื่องจาก x  เป็นจ านวนเต็มคู่ จึงได้ 2x m=  ส าหรับบางจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ m  จากสมการ (1) จะได้ 

2 212 m yp z− =  แบ่งการพิจารณาออกเป็น 3 กรณี 
กรณี 1 0m =  จะได้ 2 1yz p+ =  ถ้า 0y =  แล้ว 0z =  จึงได้ว่าผลเฉลย ( , , , )p x y z ของสมการ (1) คือ ( , 0, 0, 0)p  
เมื ่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ ซึ่งยังคงเป็นไปตามทฤษฎีบท 3.1 และ 3.2. ส่วนถ้า 1y   ท าให้ 1yp   ดังนั้น 

2 1yz p+   จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
กรณี 2 1m =  จากบทแทรก 3.7. จะได้สมการ (1) มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  เป็น (2,2, 7, 4)  และ (23,2,1,11)    

กรณี 3 1m   จาก 2 212 m yp z− =  ท าให้ 2 212 (12 )(12 )y m m mp z z z= − = − +  จึงได้ว่า มีจ านวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบ u  ที่ท าให้ 12u mp z= −  และ 12y u mp z− = +  โดยที่ 2y u  ดังนั้น 

2 2 1(1 ) (12 ) (12 ) 2 3u y u m m m mp p z z− ++ = − + + =   
แบ่งพิจารณาออกเป็น 2 กรณีย่อย ดังนี้ 
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 กรณี 3.1. 2 12u mp +=  และ 21 3y u mp −+ =  จึงได้ 2, 2 1p u m= = +  เนื ่องจาก 2y u  ท าให้ 

2 1y u−   ถ ้า 2 1y u− =  แล ้ว 13 1 2 3m= + =  ท  าให ้  1m =  เก ิดข ้อข ัดแย ้ง ด ังน ั ้น 2 1y u−   จ ึงได้  

 max , 2 1m y u−   และจากสมการ 23 2 1m y u−− =  โดยทฤษฎีบท 2.3. ได้ว่า 2m =  และ 2 3y u− =  ท าให้ได้ 

4, 13, 112x y z= = =  ดังนั้นผลเฉลยในกรณีนี้ คือ ( , , , ) (2, 4,13,112)p x y z =   
 กรณี 3.2. 3u mp =  และ 2 2 11 2y u mp − ++ =  จึงได้ว ่า 3p =  และ u m=  ถ้า 2 1y u− =  แล้ว

1 2 14 1 3 2 m += + =  จะได้ 2 1 2m + =  ท าให้ m  ไม่เป็นจ านวนเต็ม ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง ส าหรับกรณีนี้จึงไม่มีผลเฉลย 
จากทั้ง 3 กรณี จึงสรุปว่า ถ้า x  เป็นจ านวนเต็มคู่ แล้วสมการ (1) มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบ คือ ( , 0, 0, 0),(23,2,1,11)p  และ (2, 4,13,112)   
 

4. สรุปและอภิปรายผล 
 ในบทความวิจัยนี้ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ , ,x y z  

เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่งเป็นการขยายรูปแบบการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 2x yq p z− =  ที่แต่เดิมมัก
พิจารณาในกรณีที่ q  เป็นจ านวนเฉพาะ โดยในท่ีนี้เราให้ 12q =  ซึ่งไม่จ าเป็นต้องเป็นจ านวนเฉพาะเท่านั้น  ผลจาก
การศึกษาครั้งนี้พบว่า กรณี 0x =  หรือ 0y =  สมการนี้มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  เป็น ( , 0, 0, 0)p เมื่อ p  เป็นจ านวน
เฉพาะ ส าหรับกรณี , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มบวกและ 4x y+   พบว่าสมการนี้ผลเฉลยทั้งหมด 13 ผลเฉลยด้วยกัน 
ดังตารางที่ 1  

ตารางที่ 1 ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 212x yp z− =  เมื่อ 0 4x y +   

p   x   y   z   
3 1 1 3 
11 1 1 1 
2 1 3 2 
23 2 1 11 

1607 3 1 11 
1559 3 1 13 
1439 3 1 17 
1367 3 1 19 

1103 3 1 25 
887 3 1 29 

503 3 1 35 
359 3 1 37 
47 3 1 41 

 กรณี 1x =  สมการนี้มีผลเฉลย ( , , , )p x y z ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง 3 ผลเฉลยเท่านั้น คือ 
(3,1,1, 3),(11,1,1,1)  และ (2,1, 3,2)  และในทฤษฎีบทสุดท้ายเราได้ขยายขอบเขตของ x  โดยพิจารณากรณี x  เป็น
จ านวนเต็มคู่ ผลจากการศึกษาพบว่า สมการนี้มีผลเฉลย ( , , , )p x y z  เป็น ( , 0, 0, 0),(23,2,1,11)p  และ (2, 4,13,112)  
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เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะ ซึ่งเห็นได้ว่ามีผลเฉลยเพิ่มขึ้นจากในทฤษฎีบท 3.1., 3.2. และบทตั้ง 3.7. อย่างไรก็ตาม
การวิจัยนี้ยังมีข้อจ ากัดในพิจารณาผลเฉลยอยู่ เนื่องจากพิจารณาเฉพาะกรณีที่ x  และ y  เป็นจ านวนเตม็ที่ไม่เป็น
ลบภายใต้เงื่อนไข 4x y+   และกรณี x  เป็นจ านวนเต็มคู่เท่านั้น ส าหรับกรณีอื่น เช่น 4x   เป็นจ านวนเต็มคี่ 
สมการนี้จะมีผลเฉลยหรือไม่ และมีผลเฉลยเป็นอย่างไร ซึ่งเป็นหัวข้องานวิจัยท่ีน่าสนใจศึกษาต่อไปในอนาคต  
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